Uber Gruppen, deren irreduzible Charaktere
samtlich quasiprimitiv sind
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In seinem Buch [7] erwéhnt Isaacs den Begriff der Quasiprimitivitét eines irredu-
ziblen Charakters einer Gruppe: ein Charakter der Gruppe G heif3t quasiprimitiv
genau dann, wenn er iiber jedem Normalteiler N < G homogen, d.h. in ein Viel-
faches eines einzigen irreduziblen Charakters von N, zerfillt. Dort findet sich
auch die Aussage, dafi genau dann alle irreduziblen Charaktere einer aufldsbaren
Gruppe quasiprimitiv sind, wenn die Gruppe abelsch ist (Problem 6.6). In der
vorliegenden Arbeit werden die endlichen Gruppen, deren irreduzible Charaktere
sdmtlich quasiprimitiv sind, vollstandig charakterisiert (Satz @ Dazu benotigen
wir im wesentlichen die Cliffordschen Séatze, den Reziprozititssatz von Frobe-
nius, das Brauersche Permutationslemma (siehe etwa [7]), sowie einen Satz von
Feit und Seitz iiber einfache Gruppen, welcher besagt, dafl alle Automorphis-
men einer einfachen Gruppe, die deren Konjugiertheitsklassen fixieren, innere
Automorphismen sind. Er wird in [4] als Theorem C unter Verwendung des Klas-
sifikationstheorems der einfachen Gruppen bewiesen.

Des weiteren werden Gruppen betrachtet, deren sdmtliche irreduzible Charak-
tere einer abgeschwéchten Quasiprimitivitdtsbedingung geniigen: Eine Gruppe G
heiflt charakteristisch-quasiprimitiv genau dann, wenn jeder irreduzible Charak-
ter von (G iiber jeder charakteristischen Untergruppe von G homogen zerfallt.
In diesem Zusammenhang befassen wir uns hier vornehmlich mit auflésbaren
Gruppen. Es wird gezeigt, dafl eine auflosbare charakteristisch-quasiprimitive
Gruppe nilpotent hochstens von der Klasse 2 und die Kommutatorgruppe ei-
ner charakteristisch-quasiprimitiven p—Gruppe elementarabelsch ist. Die charak-
teristisch-quasiprimitiven p—Gruppen mit zyklischer Kommutatorgruppe werden
vollstéandig bestimmt.

Alle betrachteten Gruppen sind endlich. Die verwendeten Bezeichnungen sind
Standard; man findet sie z.B. in [5] erklart.

I. Quasiprimitive Gruppen

Satz 1. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Genau dann zerfallen
tiber N alle iwrreduziblen Charaktere von G homogen, wenn je zwei Elemente von
N, die unter G konjugiert sind, bereits in N konjugiert sind.

Beweis: Sei x € Irr(G). Nach dem Cliffordschen Satz zerfillt x iiber N in die
sdmtlichen G-Konjugierten eines Charakters ¥ € Irr(N). Andrerseits existiert,
wie man mit der Frobeniusschen Reziprozitatsbeziehung schliefen kann, zu jedem



v € Irr(N) ein Charakter x € Irr(G), bei dessen Einschrankung auf N gerade
¥ als Summand auftritt. Folglich sind genau dann alle irreduziblen Charaktere
von GG quasiprimitiv, wenn jeder irreduzible Charakter jedes Normalteilers von G
unter G nur zu sich selbst konjugiert ist.

Offenkundig wirkt G durch Konjugation permutierend sowohl auf den irredu-
ziblen Charakteren von NV, als auch auf den Konjugiertenklassen von N. Geméf
Definition konjugierter Charaktere ist dabei x9(n) := x(n¢ '), also

Vge G,ne N:xn?) =x(n) (1)

Nach dem Brauerschen Satz iiber Gruppen, die sowohl die irreduziblen Charak-
tere, als auch die Konjugiertenklassen einer weiteren Gruppe (in unserm Fall N)
permutieren, und dabei der Bedingung geniigen, ist die Anzahl der dabei
fixierten irreduziblen Charaktere gleich der Anzahl der fixierten Konjugierten-
klassen (siehe [7]). Da tiberdies stets |Irr(N)| gleich der Anzahl der Konjugier-
tenklassen von N ist, folgt daraus, dafl genau dann alle ¥ € Irr(N) unter G fest
bleiben, wenn alle Konjugiertenklassen von N unter G fest bleiben.

Insgesamt folgt, dafl genau dann alle y € Irr(G) iiber N homogen zerfallen, wenn
alle Elemente von N, die unter GG konjugiert sind, bereits unter /N konjugiert sind.
O

Wenn je zwei Elemente eines Normalteilers N von G, die unter GG konjugiert
sind, bereits unter N konjugiert sind, so wollen wir N konjugationsautononﬂ mn
G nennen. Wir erhalten somit

Satz 2. Eine Gruppe G ist genau dann quasiprimitiv, wenn in thr alle Normal-
teiler konjugationsautonom sind.

Korollar 3. Sei G eine quasiprimitive Gruppe. Dann gilt:

(a) Die Normalteilerrelation ist in G transitiv, d.h. aus N < M und M QG
folgt stets N < G.

(b) Jeder Normalteiler von G ist quasiprimitiv.
(c) Jede Faktorgruppe von G ist quasiprimitiv.

Lemma 4. Eine endliche Gruppe G ist genau dann quasiprimitiv und auflésbar,
wenn sie abelsch ist.

Beweis: Eine abelsche Gruppe ist in trivialer Weise auflésbar und quasiprimi-
tiv; wir miissen also nur zeigen, daf} jede quasiprimitive und auflésbare Gruppe
abelsch ist. Angenommen, G sei ein minimales Gegenbeispiel.

Dann ist G jedenfalls nicht einfach, und wir kénnen einen maximalen echten Nor-
malteiler N <1 G auswihlen. Geméf Korollar [3|ist N quasiprimitiv und natiirlich

1Sah verwendet in [12] das englische Wort ., c-closed” fiir denselben Sachverhalt.



auflosbar. Daher ist N wegen der Minimalitdt von G abelsch. Weil geméf Satz
ganz G auf N keine anderen Konjugationen bewirkt als N selbst, gilt also
N QZ(G).

Uberdies ist G /N natiirlich auflosbar, wegen der Maximalitit von N einfach, al-
so zyklisch von Primzahlordnung. Mit N < Z(G) folgt daraus aber, dafl G im
Widerspruch zur Annahme abelsch ist. O

Aus Satz [2| Korollar Bl und Lemma [4] ergibt sich

Korollar 5. Ist G eine quasiprimitive Gruppe, so liegt jeder auflésbare Subnor-
malteiler von G in Z(G), und G/Z(G) enthilt keinen auflosbaren echten Subnor-
malteiler.

Lemma 6. Ist eine Gruppe G quasiprimitiv, so ist G/Z(G) trivial oder vollstandig
reduzibel mit lauter nichtabelschen Faktoren.

Beweis: Sei GG ein minimales Gegenbeispiel. Dann ist G > Z(G).

1. Fall: Z(G) # 1. In diesem Fall ist |G/Z(G)| < |G|, so dal wegen der Minima-
litdt von G und Korollar |3|die Gruppe (G/Z(G))/Z(G/Z(G)) vollsténdig reduzi-
bel mit lauter nichtabelschen Faktoren ist. Aus Korollar[5|folgt aber Z(G/Z(G)) =
1, also

(G/2(G))]2(G/2(G)) = G/Z(G),

so daB damit schon G/Z(G) vollstandig reduzibel mit lauter nichtabelschen Fak-
toren wére, im Widerspruch zur Wahl von G als Gegenbeispiel.

2. Fall: Z(G) = 1. Sei nun N ein minimaler, also ein wegen Korollar [3| einfacher
Normalteiler von G. Nach Satz [2] bewirken alle Elemente von G via Konjugation
klassenerhaltende Automorphismen auf N, nach Theorem C aus [4] also innere.
Offensichtlich sind alle Elemente von G, die auf N lediglich innere Automorphis-
men hervorrufen, in NCg(NV) enthalten. Das ergibt G = NCq(N) und natiirlich
ist Co(N) < @G. Des weiteren gilt N N Cg(N) = Z(N) = 1 wegen Korollar [l und
Z(N) < Z(G) = 1. Damit haben wir

G = N x Cu(N). (2)

AuBerdem ist natiirlich |Co(N)| < |G| und Z(Cg(N)) = 1, wiederum wegen
Korollar |5 und Z(G) = 1. Weil iiberdies C(N) nach Korollar 3| quasiprimitiv
ist, folgt aus der Minimalitét von G, dal C(N) trivial oder vollstéandig reduzibel
mit lauter nichtabelschen Faktoren ist. In Hinblick auf ist demnach auch G
vollstéandig reduzibel mit lauter nichtabelschen Faktoren. O

In [3] bewiesen und auch leicht nachzurechnen ist

Proposition 7. Ist fir eine Gruppe G die Faktorgruppe G/Z(G) trivial oder
vollstandig reduzibel mit lauter nichtabelschen Faktoren, so sind G' und G/Z(G)
perfekt, und es ist G = G'Z(G).

Die FEigenschaft, dafS die Zentrumsfaktorgruppe trivial oder vollstindig reduzibel
mit lauter nichtabelschen Faktoren ist, tibertrdgt sich von einer Gruppe G auf alle
Normalteiler N < G.



Uberdies gilt

Lemma 8. Ist fiir eine Gruppe G die Faktorgruppe G/Z(G) vollstindig reduzibel
mit lauter nichtabelschen Faktoren, so ist G ein direktes Produkt mit vereinigten
Zentren aus quasieinfachen Gruppen.

Beweis: Sei G/Z(G) vollsténdig reduzibel mit lauter nichtabelschen Faktoren:
G/Z(G) = Gi/Z(G) x --- x Gn/Z(G) (3)

Wir haben nur zu zeigen, dafl dabei jeder quasieinfache Normalteiler G; mit jeder
anderen Komponente G elementweise vertauschbar ist. Da fiir n = 1 nichts
zu beweisen ist, sei fortan n > 2 . Wir wéhlen 0.B.d.A. G; aus und setzen
(Gs, ...,Gp) =: M. Nach Proposition []] gilt M = M'Z(M) und G1 = G| Z(Gy),
wobei unserer Voraussetzung geméf sicher Z(G;) = Z(M) = Z(G) ist, also
M = M'Z(G) und Gy = G| Z(G). Daraus folgt

[G1, M] =[G Z(G), M'Z(G)] =[G}, M] .
Nun besagt , daB |G, M'] < Z(G) gilt, woraus wiederum
(G, M), M =1 (4)
folgt. Natiirlich ist [G), M'] = [M', G], also nach
(M, GY], M'] = [[G}, M'], M'] = 1,

woraus mit dem Drei-Untergruppen-Lemma (Lemma (8.6) aus [I]) nun

[[M', M), G;] = 1 folgt. Nach Proposition [7] ist aber M’ perfekt, also [M’, M'] =
M'; so daB wir [M,G4] = [M',G] = 1 haben. Also ist G elementweise mit M
vertauschbar und G ist somit das direkte Produkt mit vereinigten Zentren der
quasieinfachen Gruppen G;. O

Hauptsatz 9. Eine endliche Gruppe G ist genau dann quasiprimitiv, wenn Sie
das direkte Produkt mit vereinigten Zentren von quasieinfachen Gruppen ist.

Beweis: Sei zundchst G das direkte Produkt mit vereinigten Zentren der qua-
sieinfachen Gruppen Gy, ..., G,. Insbesondere ist dann G/Z(G) vollstandig re-
duzibel. Ist N ein beliebiger Normalteiler von G, so ist entweder N < Z(G),
NZ(G) = G oder NZ(G) ein echter Normalteiler von G. In den ersten beiden
Fillen ist klar, dafl G auf N keine anderen Konjugationen bewirkt als N selbst.
Ist NZ(G) ein echter Normalteiler von G, so mufl NZ(G) in G direkter Faktor bei
vereinigten Zentren sein. Mithin ist NZ(G), also auch N konjugationsautonom in
G. Da dies fiir alle Normalteiler von G zutrifft, ist G nach Satz [2] quasiprimitiv.
Sei nun G quasiprimitiv. Laut Lemma [] ist dann G/Z(G) vollsténdig reduzi-
bel mit lauter nichtabelschen Faktoren. Lemma [§ sichert dann, dal G direktes
Produkt mit vereinigten Zentren aus quasieinfachen Gruppen ist. O

Korollar 10. Das direkte Produkt G1 x Gy zweier Gruppen ist genau dann qua-
siprimitiv, wenn G1 und G quasiprimitiv sind.
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II. Charakteristisch-quasiprimitive Gruppen

Fiir charakteristisch-quasiprimitive Gruppen folgt wiederum aus Satz

Satz 11. Eine Gruppe G ist genau dann charakteristisch-quasiprimitiv, wenn alle
charakteristischen Untergruppen von G konjugationsautonom in G sind.

Klar ist analog Korollar [3] auch

Korollar 12. Ist G eine charakteristisch-quasiprimitive Gruppe und U eine cha-
rakteristische Untergruppe von G, so sind U und G /U ebenfalls charakteristisch-
quasiprimitiv.

Jedoch reicht charakteristische im Gegensatz zur normalen Quasiprimitivitéit
nicht aus, um aus der Auflosbarkeit gleich die Kommutativitit ableiten zu konnen,
wie das Beispiel der Quaternionengruppe () lehrt, {iber deren einziger nichttrivia-
ler charakteristischer Untergruppe Z(Q) = Q' zweifellos jeder irreduzible Cha-
rakter von ) homogen zerfillt. Immerhin gilt aber

Lemma 13. Ist eine Gruppe G charakteristisch-quasiprimitiv und auflosbar, so
liegt thre Kommutatorgruppe im Zentrum.

Beweis: Die auflosbare Gruppe G sei genau n-stufig metabelsch. Dann ist
G 1 abelsch, liegt also, wie Satz lehrt, im Zentrum Z'(G). Nehmen wir
an, fiir ein k& > 1 gelte G™% < ZF(@), wobei Z*(G) das k-te Glied der auf-
steigenden Zentralfolge bezeichnen moge. Da die Faktorgruppe G/G™* nur
noch (n — k)-stufig metabelsch ist, ist (G/GM=R)n=(k+1) = Gn=(k+1)) /G(n=k)
abelsch. Als charakteristische Untergruppe der laut Korollar [12] charakteristisch-
quasiprimitiven Gruppe G /G liegt G=(*+1)/G(=k) daher wegen Satz
im Zentrum Z(G /G, also ist G"~*+D) modulo G™~* mit allen g € G ele-
mentweise vertauschbar, erst recht daher modulo Z*(G). Das ergibt aber

G-+ 7@/ ZH(G) < Z(G)ZM(@G)) = ZMY(G)/Z*(G), also G+ <

ZF1(@). Folglich konnen wir aus der anfangs erhaltenen Relation G~V <
ZY(@) induktiv auf G < Z"(G) schlieBen. Das besagt, daB G nilpotent und
die Nilpotenzklasse ¢ von G jedenfalls nicht grofier als n ist:

c<n. (5)
Andrerseits gilt generell in nilpotenten Gruppen (siehe z.B. [§], Kap.9)
ol <, (6)

Aus und @ folgt sofort 21 < n, was nur fiir n < 2 mdoglich ist. Mit
heifit das gerade ¢ < 2. Also liegt wie behauptet G’ in Z(G). O

Aus Lemma (13| schlieen wir aufgrund bekannter Satze iiber die Regularitéit von
p—Gruppen im Sinne von P.Hall



Korollar 14. Jede charakteristisch-quasiprimitive p-Gruppe mit p # 2 ist re-
quldr.

Korollar 15. Ist G eine charakteristisch-quasiprimitive p-Gruppe, so ist G’ ele-
mentarabelsch oder trivial. Insbesondere gilt ®(G) < Z(G).

Beweis: Nach Lemma [13|ist G’ jedenfalls abelsch.

Angenommen, es sei exp(G') = p" mit n > 1.

Wir betrachten die charakteristische Untergruppe U,_1(G) = (¢*" ' |g € G). Fiir
zwei Elemente u, v von G finden wir unter Beachtung der Nilpotenzklasse von G

nach Lemma [[3]

Iiupn71 ’ ,Upnfljl _ [u’ Upnfl]pnfl
= o =1

weil 2n — 2 > n fiir n > 1 gilt.

Da alle p"~!-ten Potenzen U,,_;(G) erzeugen, ist U,,_1(G) abelsch und liegt wegen
Satz [11/in Z(G). Daraus entnehmen wir

Vg,h € G: [g, R =[¢"" A

Das bedeutet im Widerspruch zu unserer Annahme, dafi exp(G’) < p"~! gilt.
Daher mufl n = 1 sein, so dafi G’ die behauptete Gestalt hat. Wir finden daher
weiter

Va,y € G [P, y] = [z,y]P =1
= ¥ € Z(G)
— 61(G) <7

(@),
so dafl mit Lemma [13| zusammen sogleich ®(G) = U1(G)G" < Z(G) folgt. O

Korollar 16. Jeder auflosbare Normalteiler N einer charakteristisch-quasiprimi-
tiven Gruppe liegt in Z*(G), und G/Z*(G) enthdlt keinen nichttrivialen auflisba-
ren Normalteiler.

Beweis: Fiir charakteristische Untergruppen N ist dies wie bei Korollar [5| leicht
einzusehen. Ist M ein nicht notwendig charakteristischer auflosbarer Normalteiler
von G, so ist immerhin (M*|a € Aut(G)) charakteristisch, als Produkt auflésba-
rer Normalteiler auflssbar und liegt somit in Z?(G). O

In Analogie zu Lemma [6] finden wir

Lemma 17. Ist eine Gruppe G charakteristisch-quasiprimitiv, so ist G/Z*(G)
trivial oder vollstindig reduzibel mit lauter nichtabelschen Faktoren.



Korollar 18. Ist eine Gruppe G charakteristisch-quasiprimitiv, so ist die Fak-
torgruppe G /Z(G) quasiprimitiv.

Beweis: Setzen wir G := G/Z(G), so folgt aus Lemma, daB G/Z (@) vollsténdig
reduzibel mit lauter nichtabelschen Faktoren ist. Nach Lemma [§] ist nun G di-
rektes Produkt mit vereinigten Zentren von quasieinfachen Gruppen, und somit
nach Satz [9] quasiprimitiv. O

Ist eine nilpotente Gruppe G charakteristisch-quasiprimitiv, sind es auch alle Sy-
lowgruppen von G. Sind umgekehrt alle Sylowgruppen der nilpotenten Gruppe
G charakteristisch-quasiprimitiv, so ist es auch G selbst. Ist ndmlich N eine cha-
rakteristische Untergruppe von G, so ist N ebenfalls nilpotent, also das direkte
Produkt seiner Sylowgruppen, welche in den Sylowgruppen von G enthalten sind.
Jede Sylowgruppe P, von N ist in der zugehérigen Sylowgruppe P von G sogar
charakteristisch, weil N charakteristisch in G und die Automorphismengruppe
von G das direkte Produkt der Automorphismengruppen der Sylowgruppen von
G ist. Daher bewirkt P, also auch G keine anderen Konjugationen in P; als P;
selbst. Da N direktes Produkt seiner Sylowgruppen ist, bewirkt folglich G in N
keine anderen Konjugationen als /N selbst. Das ergibt:

Lemma 19. FEine aufliosbare Gruppe G ist genau dann charakteristisch-quasi-
primitiv, wenn sie nilpotent ist, und alle ihre Sylowgruppen charakteristisch-
quastprimitiv sind. Thre Nilpotenzklasse ist dann hdchstens 2.

Um die charakteristisch-quasiprimitiven p-Gruppen mit zyklischer (also nach Ko-
rollar (L5 primzyklischer) Kommutatorgruppe zu bestimmen, verwenden wir einen
Satz, der fiir ungerades p auf Liermann ([10]) zuriickgeht, von Pazderski in [11]
fiir p = 2 vervollstandigt wurde, und auch in [13] nachzulesen ist:

Satz 20. Eine Gruppe G ist genau dann von der Ordnung p" (p prim), der
Kommutatorgruppenordnung p und direkt unzerlegbar, wenn eine der folgenden
Aussagen zutrif ft:

1) p>2,G={ay, .., a;bi, .. b,c) mit den Relationen

m; d d—1 .. . 3
al”t =" = =1; ba; = abic? furi = 1,...,t, sonst kommutativ,

und den Zahlbedingungen
t>1,d>1,myn; > 1 firi=1,..,t, > m;+ > . n;+d=n.

II) p>2,G=/{ay,..,a;bi,...,.b) mit den Relationen
afmi = bfni =1; bja; = aibibfnt_l fiiri=1,...,t, sonst kommutativ, und den
Zahlbedingungen
t>1,myn; > 1 firi=1,...t,n >2, > m;+ > . n;=n.

1) p=2, G ={ay, ..., a4, by, ..., b;) mit den Relationen
" =" =1 firi=1,.,t—1,a} =0 =c, =1, bja; = a;bc fiir
1=1,...,t, sonst kommutativ, und den Zahlbedingungen

t>1,myn; >1firi=1,..,t—1, mi+---+my_14+n+---+n_1+3 =n.
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Fiir die drei Typen erweist sich eine Kurzbezeichnung als sinnvoll, aus der alle
Parameter bequem abgelesen werden kénnen:

Typ I:
my, ..., My
ny, o oo do)
Typ II:
my, ..., M1 5 My
nyoes M on )
Typ III:
mi, .y M1 3 2
Ny, ey M1 ) 2 2

Die unterstrichenen Parameter zeigen jeweils an, welchen Elementes Potenz der
Kommutator ist. Bezogen auf diese Schemata als Bezeichnungen fiir die betrach-
teten p-Gruppen, gelten (siehe [10], [I1], [I3]) folgende Isomorphieaussagen:

Satz 21. Zwei Schemata, die durch Vertauschung der Spalten ohne unterstri-
chenes Element oder durch Vertauschung der Elemente einer solchen Spalte aus-
einander hervorgehen, wollen wir nicht unterscheiden. Sie beschreiben isomorphe
Gruppen. Auflerdem gilt:

my, ., My—1 1 ~ my, ..., My—1 3 1

Ny, ooy M1 ) 1 3 l 2 a Ny, oy Mg ; 2 2
Mit dieser Ausnahme liefern alle gemdfS obiger Vereinbarung unterschiedenen
Systeme nichtisomorphe Gruppen.

Proposition 22. Ist die Gruppe G ein direktes Produkt einer charakteristisch-
quasiprimitiven Gruppe und einer abelschen Gruppe, so ist G charakteristisch-
quasiprimativ.

Beweis: Sei G = P x A, wobei P charakteristisch-quasiprimitiv und A abelsch
ist. Zwei Elemente einer charakteristischen Untergruppe U von P sind genau dann
in G konjugiert, wenn sie es in U sind. Eine charakteristische Untergruppe von G
hat nun in P zweifellos eine charakteristische Projektion. Da alle Komponenten
aus A bei dieser Konstruktion via Konjugation wirkungslos bleiben, wirken tiber-
haupt hochstens die P-Komponenten eines Elementes aus G nichttrivial, dann
aber genau auf die P-Spur, so dafl sich wiederum in der zugrundegelegten cha-
rakteristischen Untergruppe ein Element findet, das gleichartig wie ein beliebig
gegebenes Element von G wirkt. O

Satz 23. Fine p-Gruppe G mit |G'| = p > 2 ist genau dann charakteristisch-
quasiprimitiv, wenn sie das direkte Produkt einer abelschen Gruppe und einer

Gruppe vom Typ
my, ..., My
my, .., my ; d »



in der Notation nach Satz[20 ist.

FEine 2-Gruppe G mit |G'| = 2 ist genau dann charakteristisch-quasiprimitiv,
wenn sie das direkte Produkt einer abelschen Gruppe und einer Gruppe vom Typ
mi, ..., Mt ; 2 my, ..., My
oder vom Typ
my, ..., M1 2 2 my, ..., My C_l 2

ist, wobei im letzten Fall bei d = 1 entweder fiir keinen oder fiir mindestens zwei
Indizes i gilt m; = 1.

Beweis: Sei G eine p-Gruppe mit |G| = p.

Wir denken uns G als direktes Produkt direkt unzerlegbarer Untergruppen zer-
legt. Von diesen ist wegen der Einfachheit von G’ genau eine nichtabelsch. Propo-
sition [22] sichert, dafl G' charakteristisch-quasiprimitiv ist, sofern es dieser nich-
tabelsche direkte Faktor ist. Fiir den umgekehrten Fall beweisen wir, dafi die
direkt unzerlegbaren p—Gruppen der im Satz nicht beschriebenen Typen nicht
charakteristisch-quasiprimitiv sind. Dabei wird deutlich werden, daf3 die Hin-
zufiigung eines abelschen direkten Faktors an der Eigenschaft, nicht charakter-
istisch-quasiprimitiv zu sein, nichts dndert. Wir wollen daher G fiir den nichta-
belschen direkten Faktor nehmen.

Angenommen, G sei vom Typ I, II oder III gemif Satz [20, und es sei nicht
m; =n;;Vi=1,...,t . Sei etwa m; > n; fiir ein ¢, 1 <i <t. Auler bei Typ II mit
1 = t konnen wir das 0.B.d.A. annehmen. Fiir Typ II wird der Fall i = ¢ geson-
dert behandelt. Wir werden zeigen, dafl dann die Elemente der charakteristischen
Untergruppe €2,,,(G) bei geordneter Faktordarstellung nur zentrale Potenzen von
a; enthalten. Fiir p > 2 folgt das unmittelbar aus der mit Korollar [14] gesicherten
Regularit,,t von G. Fiir p = 2 sehen wir es folgendermaflen ein:

Angenommen, es gibe ein anderes Element in €2,,(G). Da §,,(G) von den Ele-
menten der Ordnung < 2™ erzeugt wird, gibt es dann auch ein Element x € G
mit 2" = 1, das eine nichtzentrale a,~Potenz als Faktor enthilt, etwa

t
ki lin v
T = (H a’jjbjj)y )
j=1

wobei 2 fk; gilt und y bei Typ I das kommutatorerzeugende Element und anson-
sten gleich 1 sein soll. Wir berechnen

1= xQ"i _ (H a?"ikjbinilj)ywmcs 7 (7>
j=1

wobei (¢) der Kommutator von G und s = > k;{;271(2™ — 1) ist. Fiir 2|s
haben wir 1 = (J] a? lkjb? llj)yyl“’, also auch a?"'* = 1, was wegen 2 /k; ein



Widerspruch zur Annahme m; > n; wire. Mit 2 fs mufl n, = 1 sein und 7| liefert
jetzt a?ki =1, also m; = 1 im Widerspruch zu m; > n,.

Fiir Typ II und ¢ = ¢ finden wir bei gleicher Vorgehensweise fiir n; > m; alsbald
m; = 1 und dann a?*b?* = ¢, wegen des Typus von G also b** = ¢ bei 2 /1,
Daraus folgt wiederum wegen des Typus von G sogleich n, = 2. Laut Satz [21]ist

dann aber G isomorph zu einer Gruppe vom Typ 1.

Somit enthélt tatsédchlich kein Element von ,,(G) eine nichtzentrale Potenz von
a;. Da b; mit allen von a; verschiedenen Erzeugenden ohnedies kommutiert, liegt
b; in Z(£2,,,), aber sichtlich nicht in Z(G). Das widerspricht der charakteristischen
Quasiprimitivitidt von G. Daher kann m; > n; (und analog n; > m;) nicht auf-
treten und wir finden stets m; =n;, i = 1, ..., t.

Uberdies kann G, aufer mit der in Satz angegebenen Isomorphie zu Typ I,
nicht vom Typ II sein, wie wir sogleich sehen werden.

Wir zeigen, dafl die minimale b; enthaltende charakteristische Untergruppe B :=
(by) Aut(c) keine Elemente enthélt, in deren Darstellung als Produkt der Erzeugen-
den a;, b; eine nichtzentrale Potenz von a; auftritt, so daf b, in Z(B) liegt, ohne
jedoch zentral in G zu liegen, was ein Widerspruch zur Konjugationsautonomie
von Z(B) wire. Ist nimlich o € Aut(G), so muB a(b,)?™" = ¢ mit ¢ := ™"
und 1 < [ < p sein. Wire nun a(b,) = bla¥ mit p /| k, so wiire also einerseits
(blak)yP™ ™" = € (c) und andrerseit

my—1

j kyp™t—l g™t kp s
(byai)""  =b" @ ¢

. . mi—1 . i my—1 o epmt—1 .
bei passendem s. Mit b} = c ergibt das (bla®)P""" = ctaP" . Dieses Ele-

ment liegt aber wegen p f k nicht in (c).

Wir wollen nun noch zeigen, daf§ eine 2-Gruppe des Typs I, in der zwar m; =
n;; Vi gilt, aber m;, = n;, = 1 genau einmal auftritt und d = 1 gilt, nicht
charakteristisch-quasiprimitiv sein kann.

Dazu sei G eine solche Gruppe, und 0.B.d.A. m; = 1.

Wir betrachten die minimale a,b; enthaltende charakteristische Untergruppe U :=
(a1b1) au(e) von G. Ist o € Aut(G), so sind auch

olar) = af'bf - abfict (5)

alby) = ap'bf - akofie (9)

nichtzentrale Elemente der Ordnung 2. Da aq,b; die einzigen Erzeugenden der

2Etwaige weitere Faktoren in a(b;) kommutieren mit a; und b, éndern daher jedenfalls
nichts daran, daf§ am Schlu der Rechnung eine nichttriviale Potenz von a, auftritt.
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Ordnung 2 (in der Darstellung gemifl Satz sind, gilt fiir ¢ > 1

infiy2 infi ey fi
(a°b;)° = aj'bi'a;’b;
_ a?eib?ficeifi; mit ¢ := [ai’ bz]
£ 1 sofern 2™~ fe; oder 2™ [ f;,

so dafl e;, f; € {0,2™~1} folgt. Mithin liegen die in auftretenden Potenzen
von a;, b;,i > 1 zentral. Da jedoch a(ay), a(by) nichtzentrale Elemete sind, kann
nicht e; = f; = 0 gelten. Ebensowenig ist e; = f; = 1 moglich, da sonst a(a;) die
Ordnung 4 hatte. Folglich gilt e; = 1, f{ = 0 oder e; = 0, f; = 1, und dual dazu
wegen der Nichtvertauschbarkeit von a(a;) und «a(by) folgt €; = 0, f{ = 1 bzw.
el =1, f{ = 0. Jedenfalls haben wir damit «(a1by) = a1b;z mit z € Z(G). Dieses
lehrt, dafl alle Bilder von a1b; unter GG-Automorphismen mit a;b; kommutieren.
Daher ist U = (a1b1) aut() abelsch, liegt aber ganz offenbar nicht in Z(G). Somit
ist G nicht charakteristisch-quasiprimitiv.

Sei nun umgekehrt G eine p-Gruppe von der im Satz angegebenen Art mit p # 2,
und sei U eine charakteristische Untergruppe von G. Liegt U zentral in GG, besteht
kein Problem. Gibt es aber ein x € U\Z(G), so kann z jedenfalls nicht Produkt
von p-ten Potenzen der Erzeugenden a;, b; sein. Gegebenenfalls durch Umordnung
der Erzeugenden finden wir daher

z=afb] - abltz k> 1 (10)

mit 0 <e;, f; <p;e;+ f; > 1und z € U;(G)G" < Z(G).
Sei nun 0.B.d.A. e; # 0. Wir betrachten die Abbildung

o a; —  a?; a; — a; o
Pl fiir e # 1
by — b12 ; bz — bz

und fil}den mit p # 2: ord(o(ay)) = my = ord(o(b)) sowie [o(ay1),0(b)] =

a2, blp%] = [ay, b1], woraus wir entnehmen, daf8 die Elemente o(a;), o(b;) fiir i =
1,...,t wiederum alle definierenden Relationen von G' geméafl Satz 20| erfiillen, und
natiirlich erzeugen sie G. Wir schlieflen, dal o einen Automorphismus bestimmt.
Damit liegt o(z) ebenfalls in U, also haben wir auch

o(r)r ™ = ailbf%flzl e UZ(G)
mit 2’ € Z(G). Nun liefert auch die Abbildung 7 mit

P ]
T: ay — aji'b? a;

= a;
. b fiird £1
by o b biHbi}

11



mit e; 'e; = 1 mod(p) einen Automorphismus von G, da ord(7(a;)) = ord(7(b1)) =
p™ wegen ord(by) = ord(a;) und trivialerweise [7(a1),7(b1)] = ¢ gilt. Damit
haben wir dann auch 77 (o(z)z™!) = a;771(2') € U, also auch a; € UZ(G).
Weiterhin liefert die Abbildung

_1' . .
ai, b aj — a;

bio = G bj — bj

bei Typ I stets einen Automorphismus von G, da wir m;, = n;, haben. Folg-
lich liegt auch by in UZ(G). Ganz analog liegen folglich alle in z nichtzentral
auftretenden Erzeugenden a;, b; und ihre zugehorigen nichtkommutierenden Er-
zeugenden mit 1 < ¢ < k in UZ(G). Da nur diese via Konjugation nichttrivial
auf x wirken, ist folglich jedes G-Konjugierte von x bereits in UZ(G), also auch
in U konjugiert zu x. Da dieses fiir alle charakteristischen Untergruppen U und
alle Elemente xz € U gilt, ist G nach Satz [11| charakteristisch-quasiprimitiv.

Sei nun G eine 2-Gruppe vom Typ I oder III, mit m; = 1 fiir kein oder fiir
mindestens zwei Indizes i. Sei ferner U eine charakteristische Untergruppe von
G. Liegt U in Z(@G), ist nichts zu zeigen. Ansonsten betrachten wir wiederum z €
U\Z(@) und finden wiederum gegebenenfalls nach Umordnung der Erzeugenden

r=as"blt bl k> 1 (11)

mit e;, f; € {0,1}, ¢; + f; > 1;i = 1.k und z € Z(G).
Sei zunéchst m; > 2 und dabei 0.B.d.A. e; = 1. Wir betrachten die Abbildung

o: a1 +— aiby; a; —  a;
b1 — bl, bz —> bz

}fﬁrz’;«él

und erhalten wegen m;, > 2
2m1 2m1 2)2m17!
0(&1) = (albl) = ((a1b1) )
— (@ =

=1

wegen a?,b? € Z(G) und ¢® = 1. Zudem gilt trivialerweise [a1by,b1] = [ay, 1], so
daB die o-Bilder der Erzeugenden wiederum alle definierenden Relationen geméfl
Satz [20] erfiillen. Wir schliefen, daf3 ¢ einen Automorphismus von G bestimmt.
Mithin gilt o(x),c 7 (z) € UZ(G), da UZ(G) charakteristisch in G ist.

Haben wir in fi = 0, so finden wir o(x)x = b2’ mit 2/ € Z(G); und fiir
f1 = 1 sehen wir xo~(z) = b1 2" mit 2” € Z(G), also in jedem Falle b, € UZ(G),
woraus ganz wie im Falle p > 2 leicht a; € UZ(G) folgt. Dementsprechend liegen
alle a;,b; mit 1 <i < kund m; > 2 in UZ(G).

12



Ist aber m; = 1, gehen wir wie folgt vor:
Wir definieren die Abbildungen

Oéiiail—>bi; a; = aj . .
bi = a; ; bj — bj}furj?él

und fiiri # 7,1 #s# jmit m; =m; =1

51']‘3 a; +—  a;a; a; = a;; as +— Qg
bl' — bj, bj — bzbj, bs — bs

die, wie wir auch hier leicht nachrechnen, Automorphismen von G bestimmen.
Mége 0.B.d.A. m; = -+ = my = 1 (bei | < k) gelten. Da nach den vorigen
Uberlegungen bereits alle Erzeugenden von hoherer als der Ordnung 2, die in
in ungerader Potenz auftreten, auch selbst in UZ(G) liegen, finden wir, daf§ auch

o =as'bl ' e UZ(G) (12)

gilt. Es stellt sich heraus, daf§ dann ein Element der Gestalt asb, mit 1 < s <[,
bei dem also m, = 1 ist, in UZ(G) liegt. Ist ndmlich in (12))

1. etwae;=1,f;=0o0dere; =0, f; =1 fiir 1 <i <1, so finden wir
roi(2)) =abiz € UZ(G); ze€ Z(G)
2. Dasselbe erhalten wir natiirlich, falls schon 2’ selbst diese Gestalt hat.

3. Anderenfalls tritt in eine Sequenz a;b;a;b; aus mindestens zwei Paaren
von Erzeugenden der Ordnung 2 auf (1 <4,j <1[). Dann freilich ist

Bij(x' )" = aa;bja;bb;z ; z € Z(Q)
= ajbiz
2" = ab € UZ(Q).

Damit liegt nun wieder Fallvor, so daf3 wir auch hier firein smit 1 < s <
finden, dafl asbs € UZ(G).

Da laut Voraussetzung mit einem auch mindestens zwei Parameter m; den Wert
1 haben, bestehen nichttriviale Automorphismen von G, die durch

a; = a;, a; = a;

b o by, b o bi}f“rlgwﬁlvl%ﬂ

Yij -
a, — a, . ‘
b br}furz%r%]
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bestimmt sind. Mit a;b; liegt vermége v;; auch a;b; in UZ(G). Damit finden wir
weiter
ﬁij(aibiajbj)ajbj = aiajbjaibibjajbj
- bzb] S UZ(G) ;
Bl (biby) = b; €UZ(G)

woraus mit den Automorphismen «; und +;; folgt, da$8 alle a;,b; mit m; = 1 in
UZ(G) liegen.

Somit finden wir a;,b; € UZ(QG) fiir alle i = 1, ..., k aus (L1)). Daraus ersieht man
nun sofort, dal alle G-Konjugierten von x bereits unter UZ(G), also schon in U
zu x konjugiert sind. Da dieses fiir jede charakteristische Untergruppe U und fiir
jedes ihrer Elemente x gilt, ist G' charakteristisch-quasiprimitiv.

Es bleibt nur noch der Fall, daf§ G eine 2-Gruppe vom Typ I mit d > 2 oder eine
vom Typ III ist, in der m;, = 1 genau einmal auftritt.

Ist 0.B.d.A. m; = 1, so haben wir in [ <1, also den Fall [ = 1 zu untersuchen.
Ist hierbei e; = 0 oder f; = 0, so folgt aq,b; € UZ(G) mit dem Automorphismus
a1. Ist jedoch e; = f; = 1, so bemerken wir fiir Typ III, dal die Abbildung

0: a1 — aibiay ; a; = a;
wegen
(arb1a;)* = a?b?ca? = ca?
= c? =1; mit a? = ¢ = [ay, by]

einen Automorphismus von G bestimmt. Fiir Typ I wéhlen wir dabei statt des
Elementes a; das Element ¢ . Dieser Automorphismus liefert nun

(5(1") = (5(@1[)1)
= abyaby = apay € UZ(G) im Falle Typ 111

2d—2

bzw. = ajc € UZ(G) im Falle Typ L.

Aufgrund der obigen Uberlegungen fiir diejenigen Indizes j mit m; > 2 folgt
daraus a; € UZ(G). Damit liegt nach auch a;, und vermoge «; auch b; in
UZ(G). Daher konnen wir wie in den vorangegangenen Féllen schlieflen, daf alle
G-Konjugierten von x bereits in UZ(G), also schon unter U zu x konjugiert sind,
und zwar fiir alle charakteristischen Untergruppen U und alle ihre Elemente x.
Mithin ist G charakteristisch-quasiprimitiv. O

Lemma sichert fiir jede charakteristisch-quasiprimitive p-Gruppe G, dafi G’
elementarabelsch ist. Fiir ein ¢ € G’ mit ¢ # 1 fithren wir die Untergruppe Z*
durch Z*/(c) = Z(G/{c)) ein. Genaugenommen ist eine durch die Untergruppe

*

(c) von G’ indizierte Untergruppe Z () von G gemeint, doch bevorzugen wir der

14



einfacheren Schreibweise wegen die im Text angegebene Form, wobei wir beachten
wollen, dafl (c1) = (co) stets Z} = Z; impliziert. Offensichtlich gilt Z} = {z €
G| [z,G] C {(c)} und Z D Z(Q).

Proposition 24. Sind {(c;) und (co) verschiedene Untergruppen der Ordnung p
von G', so gilt
Z NZ:, = Z(G)

und
Z:,Z;]=1.
Beweis: Ist v € Z; N Z} und g € G, so folgt
g lag = xct = xc
mit gewissen iy,is € {0, 1,...,p — 1}, und dann haben wir
o = e{a)Nie) =1,

so daf8 x mit beliebigem g € G kommutiert. Das ergibt Z7 N Z; C Z(G), mithin
Z; Nz =Z(G).
Die zweite Aussage erhalten wir aus

125, 2] C 125, GIN (G, Z2) C{e)) M) =1. O

cy1? Cc2 cy?
Lemma 25. Sei G eine charakteristisch-quasiprimitive p-Gruppe und ¢ € G'.

1. Sei U eine charakteristische Untergruppe von Z*. Dann ist U konjugations-
autonom in G. Insbesondere ist Z} selbst konjugationsautonom in G.

2. Z} ist charakteristisch-quasiprimitiv.

3. 2(2) = Z(G).

Beweis: Sicher ist die Untergruppe

Vo= H Ue
)

acAut(G

charakteristisch und daher konjugationsautonom in G. Offensichtlich ist (Z¥)* =
Z% fir a € Aut(G). Da verschiedene U® in verschiedenen Z7, liegen, welche
nach Proposition [24] elementweise vertauschbar sind, so wirken in V' {iberhaupt
nur Elemente aus U nichttrivial via Konjugation auf U. Daher ist U konjuga-
tionsautonom in V' und damit in G.

Ist nun K charakteristisch in U, so auch in Z7¥, also aus denselben Erwigungen
konjugationsautonom in G, mithin auch in U. Folglich ist U charakteristisch-
quasiprimitiv.
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Da Z* konjugationsautonom in G ist, mufl ein Element aus Z(Z}) auch mit allen
Elementen aus G kommutieren, also in Z(G) liegen. Dann folgt trivialerweise
Z(ZY) =27Z(G). O

Aus Lemma 25| und der Definition von Z erhalten wir unmittelbar
Korollar 26. Ist Z! # Z(G), so ist Z* nichtabelsch mit (Z}) = (c).

Lemma 27. Ist die Gruppe G das direkte Produkt mit vereinigten zentralen Un-
tergruppen

aus p;—Untergruppen P; mit jeweils primzyklischer Kommutatorgruppe P/

., 80 1St
jeder klassenerhaltende Automorphismus von G ein innerer.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir n = 1.

Sei o ein klassenerhaltender Automorphismus der p;-Gruppe P;, deren Kommu-
tatorgruppe P| = (z) sei. Nach Satz [20 ist P; von einem der Typen I, II oder
fiir p; = 2 auch III. Die Wirkung von ¢ auf P, ist demnach eindeutig bestimmt
durch die Wirkung auf die nichtzentralen Erzeugenden a;, b; (i = 1,...,t). Da o
klassenerhaltend wirkt, bleibt das kommutatorerzeugende zentrale Element bei
Typ I fest und in jedem Fall gilt fiir die nichtzentralen Erzeugenden a;, b;:

ola;) = ;2" 0<hki<p
o(bi) = biz"; 0<li<p
wobei [b;, a;] = z sei. Offensichtlich erzielt das Element
S; 1= a?b; i

auf a; und b; via Konjugation dieselbe Wirkung, wihrend es alle anderen Erzeu-
genden notwendig zentralisiert, wie wir den in Satz angegebenen Relationen
entnehmen. Wihlen wir entsprechende s; fiir alle ¢« = 1, ..., ¢, so finden wir also,

daB .
S = H S;
=1

via Konjugation auf allen Erzeugenden a;, b;, also auf ganz P; dieselbe Wirkung
erzielt wie o. Somit ist ¢ ein innerer Automorphismus von P;.

Ist nun G = P, Y--- YP, mit n > 1 und p ein klassenerhaltender Automor-
phismus von G, so 1a8t p insbesondere die Normalteiler P; als Ganze fest, wirkt
also auf jedem P, als — wiederum klassenerhaltender — Automorhismus von P,.
Folglich ist p auf jedem P; ein etwa durch das Element r; représentierter innerer
Automorphismus von P;. Setzt man nun

n
ri= HT]' s
J=1
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so sieht man unmittelbar, dafl r auf jedem P;, also auf ganz G via Konjugation
genauso wirkt wie p. Daher ist ¢ ein innerer Automorphismus von G. O

Satz 28. Jede charakteristisch-quasiprimitive p-Gruppe G ist das direkte Pro-
dukt mit vereinigten Zentren aus dem Erzeugnis H aller Konjugiertenklassen der
Lingen 1 und p in G und dessen Zentralisator Co(H).
Daber ist

H=2:{ 2, (13)

das direkte Produkt mit vereinigten Zentren charakteristisch-quasiprimitiver Un-
tergruppen Z; von G mit jeweils primzyklischer Kommutatorgruppe, und Cq(H)
enthdlt keine Klasse der Linge p.

Beweis: Enthélt G keine Klasse der Lénge p, wird der Satz zur Tautologie.
Anderenfalls sei Z; , ..., Z; die Gesamtheit aller verschiedenen Untergruppen der
Gestalt Z; mit ¢ € G'. Fiir s = 1 haben wir H = Z; . Ansonsten wéhlen wir
aus der obigen Gesamtheit zunéchst Z; := Z: und Z;Q = Z;, aus und sehen
anhand von Proposition [24f und Lemma [25[3., dafl

Zr 7t =7 N7* (14)

Cil Ci2 Cil Ci2

gilt. Moglicherweise ist nun bereits Z; YZ:Q = H. Anderenfalls findet sich Zes
i3 € {3,..., s} mit AR A YZ;:Q.
Sei allgemein Zg‘ik+1 L2 T YZ;‘%

Wir betrachten ein beliebiges x € Z:z';m N (Zji1 \ERE YZ;‘%). So ein Element kann
also in der Form =z = hy---h; mit h; € Z;:l geschrieben werden. Dabei kann

es nicht eintreten, dafl mehr als eines der h; auerhalb Z(G) liegt, da sonst x
einer Klasse echt groflerer Léange als p angehorte, was x € Z;;k“ widerspréche.

Lage genau eines der h; auerhalb Z(G), also etwa hy, so folgte x ¢ Z(G) und
T € Z:il N Zjikﬂ, was nach Proposition wegen der Verschiedenheit unserer

Zy ..., Z} unmoglich ist. Folglich haben wir z € Z(G). Das ergibt

c1? C:

zi 0z Y \Zs) = Z(G)

Cigt1

und aus Proposition [24] folgt trivialerweise

2, (2 Y2 ) =1

Cigpq ' V7 Cig

Insgesamt erhalten wir somit

(Zi 2o V=20 N2

41 Cigq
Diese Betrachtung als Induktionsschritt nutzend, schliefen wir aus induktiv
auf

c1)?

H=(Z},..,20) =2, Y 12,
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mit 1 < r < s und 4y, ...,i, € {1,...,5}. Der Ubersichtlichkeit wegen wollen wir
nun die Z derart umordnen, daf wir

H=2Y--- Y2 (15)

erhalten. Natiirlich ist die Untergruppe H als Erzeugnis aller Klassen der Langen
1 und p charakteristisch in G und daher konjugationsautonom. Jedes Element
g € G induziert daher via Konjugation einen klassenerhaltenden Automorphis-
mus von H, nach Lemma [27] also einen inneren, da H nach und Korollar
offenbar das direkte Produkt mit vereinigten Zentren von p-Gruppen mit primzy-
klischer Kommutatorgruppe ist. Folglich unterscheidet sich jedes Element von G
nur um ein H zentralisierendes Element von einem Element aus H. Somit haben
wir

G=HCq(H) . (16)

Lemma [25]3. zusammen mit lehrt Z(G) < Z(H). Andrerseits ist mit H auch
Z(H) charakteristisch in G, so dafl aufgrund der charakteristischen Quasiprimi-
tivitdt von G sofort Z(H) = Z(G) folgt. Mit H ist freilich auch Cy(H) charak-
teristisch in G, trivial gilt Z(G) < Z(Cg(H)), also auch hier Z(G) = Z(Cx(H))
wegen der charakteristischen Quasiprimitivitidt von GG. Somit haben wir

Z(G)=Z(H)=HNCg(H) = Z(Cc(H)) (17)
und trivialerweise gilt [H, Cq(H)| = 1. Mit und folgt daraus
G=HYCq(H) . (18)

Die charakteristische Quasiprimitivitdt der Z; ist durch Lemma 25| bereits gesi-
chert. Dafl C(H) keine Klasse der Liange p enthilt, folgt aus der Konjugations-
autonomie von Cg(H) als charakteristischer Untergruppe von G, Gleichung
und dem Umstand, dafl H alle Klassen der Léange p von G enthélt. O

Fiir charakteristisch-quasiprimitive p-Gruppen der Kommutatorgruppenordnung
p? finden wir, dafl nach der Zerlegung geméfl Satz [28] der auftretende Zentrali-
sator Cg(H ), sofern er nicht abelsch und daher zentral in G ist, die Eigenschaft
hat, dafl jedes nichtzentrale Element aus Cg(H) eine Konjugiertheitsklasse der
Lénge p? aufspannt. Daher ist Co(H) nach Satz [4.7] aus [2] eine nichtabelsche
SNC-Gruppe. Die SNC-Gruppen der Kommutatorgruppenordnung p* mit dem
Zentrumsindex p* und elementarabelschem Zentrum sind nun in [9] vollstindig
klassifiziert. In [3] wird diese Klassifikation zur Feststellung der charakteristisch-
quasiprimitiven unter den direkt unzerlegbaren Gruppen der Kommutatorgrup-
penordnung p? mit elementarabelschem Zentrum vom Index p* und ohne Klassen
der Léange p benutzt. Das liefert Beispiele fiir charakteristisch-quasiprimitive p-
Gruppen, die nicht aus ihren Klassen der Lénge p erzeugt werden.
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In Anlehnung an die Notation in [9] bezeichnen wir dabei mit z; Basiselemente
des Zentrums der betrachteten Gruppen, wobei die Kommutatorgruppe stan-
dardméBig von z; und z; erzeugt wird. Wir entnehmen [9], dafl es in jeder dieser
Gruppen G Elemente ay, as, b1, bs gibt, mit denen A := (aq, as) und B := (b1, by)
abelsche Normalteiler von G mit der Eigenschaft AB = G und AN B = Z(G)
sind. Es wird ferner gezeigt, dafl diese Elemente sogar so gewahlt werden konnen,
daBl eine Normalform der zwischen ihnen bestehenden Kommutatorbeziehungen
erreicht wird. Fiir p # 2 lautet diese:

[abbl] = Z1 [a1>b2] = Z2;
l[az,b1] = 22 lag, b)) = 2§

mit einem modulo p nichtquadratischen c¢. Dabei ergeben sich fiir alle Nichtqua-
drate ¢ modulo p isomorphe Gruppen.
Fiir p = 2 lauten die Kommutatorrelationen

[alabl] = 21 [a1,b2] = 22
[a27b1] = 22 [a2,b2] = Z1%2 .

In [9] werden die nichtisomorphen Gruppen schlieBlich durch Relationen ange-
geben, welche zusammen mit der Normalform der Kommutatorrelationen (oder
explizit angegebener anderer) sowie der Vertauschbarkeit der a; bzw. b; jeweils
untereinander die Gruppen gerade bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen. In
[3] wird ermittelt, dafl darunter genau die fiir p > 2 durch

O —-(1): af=1 db=1 =1 =1
O] —(6): al =23 ab=124 b =125 bh=126.

und fiir p = 2 die durch

9] —(S0): af = 2 ; a3 = =z ; b = z ; b = 2z,
@ - (S1): a2 =1 ; a2 =1 ; ¥ =1 ; b =1,
[9] - (17) : @% = 23 ;3 Cl% = 24 ; b? = 25 ; b% = %

bestimmten Gruppen charakteristisch-quasiprimitiv sind.
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