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Einleitung

Zu jeder Menge X von nichtleeren, zueinander disjunkten Mengen gibt es eine

Menge, die von jedem Element von X genau ein Element enthält.

(Auswahlaxiom)

Das Auswahlaxiom (AC) ist eines der kontroversesten Axiome der Mengenlehre. Ein

Grund dafür liegt wohl darin, dass sich aus der anscheinlich intuitiven Aussage von

AC, infolge des inkonstruktiven Charakters dieses Axioms oftmals unintuitive Aussa-

gen folgern lassen. Bekannte Beispiele hierfür liefern der Wohlordnungssatz oder das

BANACH-TARSKI-Paradoxon. Trotzdem bildet AC einen wichtigen Bestandteil mathe-

matischer Theorien, wie auch der Theorie topologischer Räume. In dieser Arbeit stehen

basierend auf [Her06] speziell topologische Funktionenräume im Vordergrund unter dem

Aspekt der Gültigkeit verschiedener Versionen von ASCOLI-Sätzen. Dabei handelt es

sich um Kompaktheitsaussagen, die es ermöglichen unter geeigneten Zusatzannahmen

aus der Kompaktheit einer Teilmenge bezüglich einer schwachen Topologie die Kom-

paktheit bezüglich einer stärkeren Topologie zu folgern.

In diesem Text werden Grundlagen, wie sie in Rahmen einer Vorlesung zu allgemeiner

Topologie vermittelt werden, vorausgesetzt. Sämtliche unbewiesene Aussagen dieses Ty-

pus lassen sich jedoch problemlos in der Lehrbuchliteratur auffinden. Für diesen Text

werden hierzu insbesondere [Bar15], [Ebb03], [Kel75] und [Pre72] empfohlen.

Im Einführungskapitel dieser Arbeit werden grundlegende Aussagen der Topologie und

Mengenlehre bewiesen, die es ermöglichen den Charakter ihrer Beziehung zu AC und

dem BOOLEschen Primidealsatz (PIT) zu beschreiben. Es werden unterschiedliche, im

Rahmen von ZF zunächst voneinander unabhängige Kompaktheitsbegriffe auf topologi-

schen Räumen eingeführt und anschließend in Relation zueinander gesetzt. Als zentrale

Aussage dieses Kapitels steht ein Satz, welcher PIT als eine Abschwächung von AC, mit
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Kompaktheitsaussagen über Produkttopologien verbindet.

Das zweite Kapitel behandelt die Topologie von Funktionenräumen im Hinblick auf AS-

COLI-Sätze. Es werden unterschiedliche Formulierungen dieser Kompaktheitsaussagen

vorgestellt und deren Äquivalenz zu Axiomen der Mengenlehre bewiesen. Insbesondere

wird aufgezeigt inwieweit sich ASCOLI-Sätze im Rahmen von ZF beweisen lassen, wenn

man alternative Kompaktheitsbegriffe zugrunde legt.

Abschließend fasst ein Fazit die wichtigsten Ergebnisse zusammen.



Kapitel 1

Grundlagen aus Mengenlehre und
Topologie

Dieses Kapitel schafft die nötigen Grundlagen für das Folgekapitel. Es soll in allen auf-

geführten Aussagen und den dazugehörigen Beweisen stets von ZF ausgegangen werden,

falls eine Erweiterung des Axiomensystems nicht explizit als Voraussetzung aufgeführt

wurde.

1.1 Kompaktheitsbegriffe auf topologischen Räumen

Das Auswahlaxiom oder Abschwächungen davon dienen oftmals als Bindeglied zwi-

schen unterschiedlichen Konzepten in der Mathematik, da sie oft eine zentrale Rolle im

Beweis der Äquivalenz dieser Konzepte einnehmen. Ein für die vorliegende Ausarbei-

tung zentrales Konzept ist das der Kompaktheit topologischer Räume. Es existieren un-

terschiedliche Kompaktheitsbegriffe, die im Rahmen von ZF nicht notwendig äquivalent

sind. Diese Konzepte sollen zunächst unabhängig voneinander eingeführt werden. An-

schließend wird basierend auf [Her06] dargestellt, unter welchen Bedingungen die Äqui-

valenz der Konzepte gegeben ist. Zuvor werden die im Folgenden benötigten Begriffe

definiert.

Definition 1.1. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Ein Punkt x ∈ X heißt Adhärenz-

punkt eines Filters ϕ ∈ F(X), falls ein bezüglich τ gegen x konvergenter Oberfilter

ψ ⊇ ϕ existiert.
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Proposition 1.2. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Ein Punkt x ∈ X ist genau dann

Adhärenzpunkt eines Filters ϕ ∈ F(X), falls

x ∈
⋂
F∈ϕ

F .

Beweis. Sei zunächst x Adhärenzpunkt eines Filters ϕ auf X . Nach Definition existiert

ein gegen x konvergenter Oberfilter ψ ⊇ ϕ, also gilt ψ ⊇ ẋ ∩ τ . Somit gilt aufgrund der

Filtereigenschaft von ψ für alle F ∈ ϕ und alle U ∈ ẋ ∩ τ , dass F ∩ U 6= ∅. Also besitzt

jede offene Umgebung U von x mit allen F ∈ ϕ einen nichtleeren Schnitt, was bedeutet,

dass x ∈ F für alle F ∈ ϕ.

Sei andererseits x ∈
⋂
F∈ϕ F . Nach Definition des Abschlusses einer Menge, gilt somit

für alle F ∈ ϕ und U ∈ ẋ∩ τ , dass F ∩U 6= ∅. Es ist also ϕ∪ (ẋ∩ τ) eine Filtersubbasis.

Man bezeichne mit ψ den davon erzeugten Filter. Nach Konstruktion gelten dann ψ ⊇ ϕ

und ψ τ→ x Also ist x ein Adhärenzpunkt von ϕ.

Definition 1.3. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Dann heißt x ∈ X vollständiger

Häufungspunkt einer TeilmengeA ⊆ X , wenn für alle Umgebungen U von x die Mengen

A und A ∩ U dieselbe Kardinalzahl besitzen, also |A| = |A ∩ U |.

Es folgen nun einige Kompaktheitsbegriffe, welche im Rahmen von ZFC für gewöhnlich

synonym verwendet werden.

Definition 1.4. Ein topologischer Raum (X, τ) heißt

(1) kompakt, falls sich aus jeder offenen Überdeckung von X eine Teilüberdeckung aus-

wählen lässt,

(2) filterkompakt, falls jeder Filter auf X einen Adhärenzpunkt besitzt,

(3) ultrafilterkompakt, falls jeder Ultrafilter auf X konvergiert,

(4) ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt, falls jede unendliche Teilmenge von X einen

vollständigen Häufungspunkt besitzt,

(5) TYCHONOFF-kompakt, falls X homöomorph zu einem abgeschlossenen Teilraum ei-

nes HILBERT-Würfels [0, 1]I ist.

Im Folgenden sollen die Zusammenhänge der unterschiedlichen Kompaktheitsbegriffe,

gegebenenfalls unter Hinzunahme weiterer Annahmen, erörtert werden.
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Satz 1.5. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Dann gelten:

(1) Der Raum X ist genau dann kompakt, wenn er filterkompakt ist.

(2) Ist X filterkompakt, dann auch ultrafilterkompakt.

Beweis. (1): Sei (X, τ) kompakt und ϕ ein Filter auf X . Angenommen, ϕ besitze keinen

Adhärenzpunkt. Dann gilt nach Proposition 1.2⋂
F∈ϕ

F = ∅.

Folglich ist

X =
⋃
F∈ϕ

X \ F

eine offene Überdeckung vonX . DaX als kompakt vorausgesetzt wird, existierenF1, . . . , Fn ∈
ϕ mit

X =
n⋃
i=1

X \ Fi ⊆
n⋃
i=1

X \ Fi,

woraus wiederum

X \
n⋃
i=1

Fi =
n⋂
i=1

Fi = ∅

folgt. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Filtereigenschaft.

Sei umgekehrt X filterkompakt und (Oi)i∈I eine offene Überdeckung von X . Angenom-

men, es existiere keine endliche Teilüberdeckung. Man betrachte nun die Familie

B :=

{
X \ O | O =

n⋃
k=1

Oik

}
.

Diese Familie ist nichtleer, da sie X \Oi für alle i ∈ I enthält, und zudem abgeschlossen

unter endlichen Schnitten. Folglich ist B eine Filterbasis. Es bezeichne ϕ den aus die-

ser Basis durch Obermengenbildung erzeugten Filter. Nach Voraussetzung existiert ein

Oberfilter ψ ⊇ ϕ der bezüglich der Topologie τ gegen ein x ∈ X konvergiert. Aus der

Überdeckungseigenschaft folgt, dass zusätzlich ein i0 ∈ I existiert mit x ∈ Oi0 . Auf-

grund der Konvergenz des Filters ψ folgt Oi0 ∈ ψ. Dies steht jedoch im Widerspruch zu

ψ ⊇ B, denn deswegen gilt bereits X \Oi0 ∈ ψ.

(2): Da Ultrafilter bereits bezüglich Inklusion maximal sind, also keine echten Oberfilter

besitzen, impliziert Filterkompaktheit bereits Ultrafilterkompaktheit.
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Eine wichtige Folgerung aus dem Auswahlaxiom ist der folgende Satz:

Definition 1.6. UFT, der Ultrafiltersatz:

Jeder Filter auf einer Menge lässt sich zu einem Ultrafilter erweitern.

Ein Beweis dieser Aussage im Rahmen von ZFC wird in Satz 1.13 für Ideale auf BOO-

LEschen Algebren erbracht. Zuvor soll jedoch die Rolle von UFT im Rahmen der Über-

einstimmung gewisser Kompaktheitsbegriffe analysiert werden.

Lemma 1.7. Sei (Xi, τi)i∈I eine Familie ultrafilterkompakter Räume. Dann ist ihr Pro-

dukt
∏

i∈I Xi wiederum ultrafilterkompakt.

Beweis. Es sei ϕ ∈ F0(
∏

i∈I Xi). Dann sind auch die Bilder πi(ϕ) unter den kanoni-

schen Projektionen πi Ultrafilter auf Xi. Aufgrund der Ultrafilterkompaktheit der einzel-

nen Faktoren konvergiert jeder Bildfilter gegen ein xi ∈ Xi. Die Eigenschaft der Initial-

topologie impliziert dann jedoch, dass auch ϕ gegen (xi)i∈I konvergiert.

Satz 1.8. Es sind äquivalent:

(1) Ein topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er ultrafilterkompakt ist.

(2) UFT.

Beweis. (1)⇒ (2): Es soll hierzu Satz 1.18((4)⇒ (3)) verwendet werden. Man beachte,

dass dies gerade die Implikation ist, welche nicht Bezug auf Satz 1.8 nimmt. Es reicht

daher aus zu zeigen, dass Produkte kompakter HAUSDORFF-Räume wiederum kompakt

sind. Produkte ultrafilterkompakter HAUSDORFF-Räume sind jedoch nach Lemma 1.7

wieder ultrafilterkompakt, was nach Voraussetzung bedeutet, dass das Produkt kompakt

ist.

(2) ⇒ (1): Nach Satz 1.5(1) genügt es zu zeigen, dass jeder Filter ϕ auf einem ultrafil-

terkompakten Raum X einen Adhärenzpunkt besitzt. Nach Voraussetzung existiert ein ϕ

umfassender Ultrafilter, welcher aufgrund der Ultrafilterkompaktheit von X konvergiert.

Damit ist ein konvergenter Oberfilter von ϕ gefunden, also besitzt ϕ einen Adhärenz-

punkt.

Um die nächste Beziehung zwischen Kompaktheitsbegriffen herzustellen, benötigt man

zunächst den folgenden Satz aus der Mengenlehre.
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Satz 1.9. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) Je zwei Kardinalzahlen sind bezüglich ≤ vergleichbar.

(2) Je zwei Kardinalzahlen sind bezüglich ≤∗ vergleichbar.

(3) AC.

Hierbei gelte für zwei Mengen X, Y die Relation X ≤ Y , falls eine Injektion f : X → Y

existiert und es gelte die Relation X ≤∗ Y , falls X = ∅ gilt oder eine Surjektion g : Y →
X existiert.

Beweis. (1)⇒ (2): Es sei f : X → Y die nach (1) existierende injektive Abbildung. Ist

X 6= ∅, so existiert ein x0 ∈ X und es lässt sich für alle y ∈ Y die surjektive Abbildung

g : Y → X, g(x) :=

f−1({y}), falls y ∈ f(X)

x0, sonst

definieren. Aufgrund der Injektivität von f besteht f−1({y}) aus nur einem Punkt, daher

ist g wohldefiniert.

(2) ⇒ (3): Sei X eine Menge. Es soll gezeigt werden, dass auf X eine Wohlordnung

existiert. Ist X leer, so gibt es nichts zu zeigen. Im Folgenden werde also X 6= ∅ ange-

nommen.

Allgemein gilt für eine weitere Menge Y , dass |Y | ≤∗ |X| impliziert, dass |Y | ≤ |P(X)|.
Denn, ist f : X → Y die entsprechende surjektive Abbildung, so lässt sich durch

g : Y → P(X), y 7→ f−1({y})

eine Abbildung definieren, welche injektiv ist. Falls nämlich für y, z ∈ Y gilt, dass

g(y) = g(z), so folgt daraus zunächst f−1({y}) = f−1({z}) und daraus über die Surjek-

tivität von f , dass auch {y} = {z} gilt.

Es bezeichne nun ℵ die nach dem Satz von HARTOGS

Zu jeder MengeA gibt es wenigstens eine wohlgeordnete MengeB, deren Kar-

dinalität nicht durch die Kardinalität von A beschränkt wird.

bezüglich der Potenzmenge P(X) kleinste existierende Kardinalzahl mit ℵ 6≤ P(X).

Man beachte zudem, dass die Existenz von ℵ bereits in ZF gilt. Dann folgt nach dem
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zuvor Bewiesenen auch ℵ 6≤∗ |X| was zusammen mit (2) |X| ≤∗ ℵ impliziert. Also exis-

tiert im Falle X 6= ∅ eine Surjektion f : ℵ → X . Es lässt sich aufgrund der Wohlordnung

auf ℵ eine Abbildung

g : X → ℵ, g(x) := min f−1({x})

definieren. Fasst man ℵ als Ordinalzahl mit der Inklusion ⊆ als Ordnungsrelation auf, so

ist diese Abbildung injektiv, denn für x, y ∈ X mit g(x) = g(y) gilt

f−1({x}) ⊆ f−1({y}) oder f−1({y}) ⊆ f−1({x}),

woraus mit der Surjektivität von f bereits

{x} ⊆ {y} oder {y} ⊆ {x}

folgt. Auf X existiert damit eine Ordnung ≤X , indem man

x ≤X y, falls g(x) ⊆ g(y)

gilt, als Ordnungsrelation verwendet. Bezüglich dieser Relation ist X wohlgeordnet. Ist

nämlich T ⊆ X nichtleer, so ist auch g(T ) ⊆ ℵ nichtleer und besitzt ein minimales

Element m ∈ g(T ). Aufgrund der Injektivität von g korrespondiert hierzu ein eindeutig

bestimmtes x ∈ X , sodass

g(x) = m = min g(T ).

Ist nun y ∈ T mit y ≤X x, so ist insbesondere g(y) ∈ g(T ), also gilt

g(x) = min g(T ) ≤ g(y),

woraus über die Definition der Ordnungsrelation sofort y ≤X x also y = x folgt. Damit

ist x das minimale Element von T .

Die Existenz einer Wohlordnung auf einer beliebigen Menge X impliziert AC.

(3) ⇒ (1): Seien X, Y Mengen. Nach (3) lassen sich X und Y wohlordnen. Als wohl-

geordnete Mengen sind sie nach dem Vergleichbarkeitssatz [Bar15, S. 28] entweder ord-

nungsisomorph oder es ist eine der Mengen isomorph zu einem initialen Intervall der

anderen Menge. Im Ersten Fall gilt |X| = |Y |. Ist X isomorph zu einem initialen Inter-

vall von Y , so gilt |X| ≤ |Y | oder, falls Y isomorph zu einem initialen Intervall von X

ist, gilt |Y | ≤ |X|.
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Satz 1.10. Es sind äquivalent:

(1) Ein topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er ALEXANDROFF-URY-

SOHN-kompakt ist.

(2) Ein topologischer Raum ist genau dann ultrafilterkompakt, wenn er ALEXANDROFF-

URYSOHN-kompakt ist.

(3) AC.

Beweis. (1),(2) ⇒ (3): Man betrachte zwei unendliche Kardinalzahlen a, b. Dann exis-

tieren disjunkte Mengen A,B mit |A| = a und |B| = b. Man betrachte X := A ∪ B als

topologischen Raum mit Topologie τ := {∅, A,B,A∪B}. Dieser Raum ist sowohl kom-

pakt, da die Topologie nur aus endlich vielen Mengen besteht, als auch ultrafilterkompakt.

Somit implizieren sowohl (1) als auch (2), dass X ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt

ist. Folglich besitzt A ∪ B einen vollständigen Häufungspunkt x. Angenommen, x ∈ A,

dann ist a = |A| = |A∪B| ≥ b. Ist andererseits x ∈ B, dann ist b = |B| = |A∪B| ≥ a.

Folglich gilt a ≤ b oder b ≤ a. Zusammen mit Satz 1.9 und der Tatsache, dass je zwei

endliche Kardinalzahlen vergleichbar sind folgt AC.

(3)⇒ (1),(2): Mit Satz 1.8 folgt aus UFT bereits die Äquivalenz der Begriffe Kompakt-

heit und Ultrafilterkompaktheit. Es reicht also bereits zu zeigen, dass (1) gilt.

Angenommen, X sei ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt aber nicht kompakt. Dann ist

die Menge M aller offenen Überdeckungen, die keine endliche Teilüberdeckung enthal-

ten nichtleer und es existiert nach Übergang zu den korrespondierenden Kardinalzahlen

eine bezüglich Mächtigkeit minimale offene ÜberdeckungO = (Oi)i∈I mit Kardinalzahl

C, da die Menge aller Ordinalzahlen wohlgeordnet ist.

Es bezeichne nun f die zur C korrespondierende Bijektion C → O und für alle b ∈ C sei

Ab := {f(a) | a < b} ⊆ O.

Es gilt zudem

|{a ∈ C | a < b}| = b < C

und folglich auch |Ab| < C, da es sich hierbei um das Bild unter einer bijektiven Abbil-

dung f handelt.

Dann folgt für alle b ∈ C, dass Ab keine Überdeckung von X sein kann. Angenommen,⋃
Ab ⊇ X , dann ergibt sich sofort Ab ∈ M, denn als Teilmenge von O kann auch Ab
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keine endliche Teilüberdeckung von X besitzen. Dies widerspricht jedoch der Wahl von

C, da |Ab| < C für alle b ∈ C vorausgesetzt wird.

Für alle b ∈ C und

Ub :=
⋃
Ab

gilt des Weiteren |X \ Ub| ≥ C. Nimmt man an, es gelte |X \ Ub′ | < C für ein b′ ∈ C,

so lässt sich für alle x ∈ X \ Ub′ ein Ox ∈ O auswählen, welches x enthält. Dann ist für

O′ := {Ox | x ∈ X \ Ub′} jedoch

Ab′ ∪ O′

eine Überdeckung von X , die aus demselben Grund wie oben keine endliche Teilüber-

deckung enthalten kann. Diese Überdeckung besitzt jedoch eine Kardinalität kleiner C,

denn |O′| = |X \ Ub′|, und damit besitzt die Vereinigung von Ab′ und O′ die größere der

zugehörigen Kardinalitäten, welche weiterhin kleiner ist als C. Dies widerspricht jedoch

der Wahl von O als Überdeckung mit minimaler Kardinalität.

Es ist nun möglich für alle b ∈ C ein xb ∈ X \ Ub mit xa 6= xb für alle a < b zu wählen.

Für alle b ∈ C gilt nämlich |{xa | a < b}| < C und, da |X \ Ub| ≥ C, folgt dann

S := X \ (Ub ∪ {xa | a < b}) 6= ∅,

denn es ist

|S| = |(X \ Ub) \ {xa | a < b})| ≥ C.

Es kann |S| < C nicht gelten, denn sonst ist |(X \ Ub)| = |S ∪ {xa | a < b}| < C im

Widerspruch zur Voraussetzung. Insbesondere ist also S 6= ∅ und man kann somit für alle

b ∈ C ein zu allen xa mit a < b verschiedenes xb ∈ S auswählen.

Man betrachte nun die Menge

M := {xb | b ∈ C}.

Es soll nun gezeigt werden, dass sie keinen vollständigen Häufungspunkt besitzt. Auf-

grund der Überdeckungseigenschaft von O existiert zunächst für alle x ∈ X ein b ∈ C
mit x ∈ Ub. Die Menge aller b mit ebendieser Eigenschaft ist demnach nichtleer und be-

sitzt als Teilmenge der wohlgeordneten Menge C ein minimales Element. Im Folgenden

bezeichne nun b dieses minimale Element. Es ist Ub dann eine offene Umgebung von x

und es gilt

Ub ∩M ⊆ {xa | a < b}

also auch

|Ub ∩M | ≤ b < C.
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Dies Widerspricht jedoch der Annahme X sei ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt.

Sei nun umgekehrt X kompakt. Angenommen, X sei nicht ALEXANDROFF-URYSOHN-

kompakt. Dann existiert eine unendliche Teilmenge A ⊆ X ohne vollständigen Häu-

fungspunkt. Das bedeutet, dass für alle x ∈ X eine offene Umgebung Ux existiert mit

|A ∩ Ux| < |A|. (∗)

Die Familie {Ux | x ∈ X} ist nach Konstruktion eine Überdeckung von X und aufgrund

der vorausgesetzten Kompaktheit existiert eine endliche Teilüberdeckung {Ux1 , . . . , Uxn}.
Es gilt somit

A =
n⋃
i=1

(A ∩ Uxi).

Dies widerspricht jedoch (∗), denn dann wäre A die endliche Vereinigung von Mengen

echt kleinerer Kardinalität.

1.2 Der BOOLEsche Primidealsatz

Der BOOLEsche Primidealsatz (PIT) ist eine im Vergleich zum Auswahlaxiom schwä-

chere Aussage, wie man in [HL71] nachlesen kann. Die Bedeutung von PIT ist jedoch

nicht zu unterschätzen. Eine Reihe zu PIT äquivalenter Aussagen aus unterschiedlichen

Gebieten der Mathematik findet man in [Dau94]. Auch ist PIT zu vielen der noch zu be-

sprechenden Kompaktheitsaussagen äquivalent. In diesem Kapitel stehen speziell Kom-

paktheitsaussagen über kartesische Produkte im Vordergrund. Diese Kompaktheitsaussa-

gen werden im Folgekapitel die Verbindung der ASCOLI-Sätze zu PIT ermöglichen.

Im Folgenden werde wie in [Grä03] eine BOOLEsche Algebra aufgefasst als ein BOO-

LEscher Verband (B; ∧, ∨, ′, 1, 0), also ein komplementärer distributiver Verband. Die

Verträglichkeit der algebraischen Struktur mit der Verbandsstruktur ist gegeben durch

x ∧ y = inf{x, y} und x ∨ y = sup{x, y}

beziehungsweise durch die Halbordnungsrelation

x ≤ y gilt genau dann, wenn x ∧ y = x.

Zusätzlich gilt

x ∧ y = x genau dann, wenn x ∨ y = y,
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denn falls x ∧ y = y, so gilt x ≤ y also auch y = sup{x, y} = x ∨ y. Die Umkehrung

folgt analog.

Definition 1.11. Sei B eine BOOLEsche Algebra. Dann bezeichnet man eine nichtleere

echte Teilmenge I ( B als Ideal in B, falls folgende Bedingungen gelten:

(1) Aus u ∈ I und v ∈ I folgt u ∨ v ∈ I .

(2) Für u ∈ I , x ∈ B und x ≤ u folgt x ∈ I .

Ein Ideal I in B heißt Primideal, falls zusätzlich gilt:

(3) Für alle x ∈ B ist entweder x ∈ I oder x′ ∈ I .

Definition 1.12. PIT, der BOOLEsche Primidealsatz:

Jede BOOLEsche Algebra besitzt ein maximales Ideal.

Satz 1.13. AC impliziert PIT.

Beweis. Sei B eine BOOLEsche Algebra und I ein Ideal. Man betrachte die Menge

A := {J ( B | J ist ein I umfassendes Ideal }.

Um das ZORNsche Lemma anwenden zu können, betrachtet man nun eine Kette K ⊆ A.

Es sei

S :=
⋃
J∈K

J.

Es soll nun gezeigt werden, dass S ∈ A gilt. Da K nach Voraussetzung nur aus I um-

fassenden Idealen besteht, gilt auch I ⊆ S. Sind u, v ∈ S, so existieren Ju, Jv ∈ K
mit u ∈ Ju und v ∈ Jv. Da K eine Kette ist, kann man aus Symmetriegründen ohne

Beschränkung der Allgemeinheit Ju ⊆ Jv annehmen, woraus u ∈ Jv folgt. Da Jv nach

Voraussetzung ein Ideal ist, gilt u ∨ v ∈ Jv ⊆ S. Ist andererseits u ∈ S und x ∈ B mit

x ≤ u, so existiert wie zuvor ein J ∈ K mit u ∈ J und, da J ein Ideal ist, gilt auch x ∈ J
und damit x ∈ S. Also ist S ein Ideal, welches I umfasst, das bedeutet S ∈ A.

Nach Konstruktion gilt J ⊆ S für alle J ∈ K und damit ist S eine obere Schranke von K
in A. Das ZORNsche Lemma garantiert nun die Existenz maximaler Elemente in A, also

die Existenz eines maximalen, I umfassenden Ideals.
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Bemerkung. Auf den ersten Blick scheint der bewiesene Satz 1.13 stärker zu sein als

PIT. Es hätte bereits genügt, anstatt A die Menge aller echten Ideale in B zu betrachten.

Tatsächlich sind die beiden Aussagen jedoch äquivalent.

Beweis. Um zu zeigen, dass aus PIT bereits für jedes Ideal einer BOOLEschen Algebra

die Existenz maximaler umfassender Ideale folgt, betrachte man eine BOOLEsche Alge-

bra X mit Ideal I .

Es induziert I folgendermaßen eine Äquivalenzrelation auf X . Es soll für x, y ∈ X

gelten, dass

x ∼ y genau dann, wenn x4 y := (x ∧ y′) ∨ (y ∧ x′) ∈ I

gilt. Man bezeichnet die Operation4 auch als symmetrische Differenz.

Es ist klar, dass die so definierte Relation reflexiv und symmetrisch ist. Für die Transiti-

vität betrachte man x, y, z ∈ X mit x ∼ y und y ∼ z. Dann gilt

((x ∨ y) ∧ ((x ∧ y′) ∨ z′), = ((x ∧ y′) ∨ y) ∧ ((x ∧ y′) ∨ z′)

= (x ∧ y′) ∨ (y ∧ z′) ∈ I

aufgrund der Distributivität. Zudem gelten x ≤ x ∨ y und z′ ≤ ((x ∧ y′) ∨ z′), was

wiederum

x ∧ z′ ≤ ((x ∨ y) ∧ ((x ∧ y′) ∨ z′)

impliziert. Aufgrund der Idealeigenschaft (1) folgt damit x ∧ z′ ∈ I . Analog zeigt man

z ∧ x′ ∈ I . Daraus folgt mit der Idealeigenschaft (2) dann x ∼ z. Also ist obige Relation

tatsächlich eine Äquivalenzrelation.

Auf der Menge der Restklassen

X/I := {[x] | x ∈ X}

lassen sich nun über die Repräsentanten folgende Operationen definieren:

[x] ∨ [y] := [x ∨ y], [x] ∧ [y] := [x ∧ y], [x]′ := [x′]

Damit wird X/I zu einer BOOLEschen Algebra, sofern die Operationen wohldefiniert

sind. Seien dazu x ∼ a und y ∼ b gegeben. Dann gilt

(x ∨ y) ∧ (a ∨ b)′ = (x ∨ y) ∧ (a′ ∧ b′)

= (x ∧ (a′ ∧ b′)) ∨ (y ∧ (a′ ∧ b′))

≤ (x ∧ a′) ∨ (y ∧ b′) ∈ I,
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also gilt auch (x∨ y)∧ (a∨ b)′ ∈ I aufgrund der Idealeigenschaft (2). Analog zeigt man

(a ∨ b) ∧ (x ∨ y)′ ∈ I . Damit folgt dann x ∨ y ∼ a ∨ b mit Idealeigenschaft (1).

Des weiteren gilt

x′4 y′ = (x′ ∧ y′′) ∨ (y′ ∧ x′′) = (x′ ∧ y) ∨ (y′ ∧ x) = y4 x = x4 y,

also ist auch die Komplementoperation wohldefiniert.

Damit lässt sich nun auch die Wohldefiniertheit von ∧ beweisen. Denn für x ∼ a und

y ∼ b gilt mit dem bereits Bewiesenen

[x ∧ y] = [x′′ ∧ y′′] = [(x′ ∨ y′)′] = [x ∨ y]′,

woraus schließlich [x∧y] = [a∧b] folgt. Die auf dem Quotienten definierten Operationen

sind also wohldefiniert.

Setzt man PIT voraus, so existiert ein maximales Ideal K ⊆ X/I . Betrachtet man nun

die Menge

J := {x ∈ X | [x] ∈ K},

so zeigt man nun, dass J ein maximales Ideal in X ist, welches I umfasst.

Dass J ein Ideal ist, folgt sofort aus der Definition der Verknüpfungsoperationen aufX/I

und der Tatsache, dass K ein Ideal ist. Für alle x ∈ I gilt zudem [x] = [0] ∈ X/I . Da K

als Ideal [0] enthält, folgt [x] ∈ K, also I ⊆ J .

Angenommen, J sei nicht maximal. Sei J ′ ( X ein J umfassendes Ideal. Dann gilt

K ⊆ J ′/I := {[x] | x ∈ J},

denn für [x] ∈ K ist x ∈ J ⊆ J ′ und damit [x] ∈ J ′/I . Aufgrund der Maximalität von K

folgt sofort K := J ′/I und damit J ′ = J .

Also ist J ein maximales I umfassendes Ideal.

In BOOLEschen Algebren existiert das zum Ideal duale Konzept des Filters.

Definition 1.14. Sei B eine BOOLEsche Algebra. Dann bezeichnet man eine nichtleere

echte Teilmenge F ( B als Filter in B, falls folgende Bedingungen gelten:

(1) Aus u ∈ F und v ∈ F folgt u ∧ v ∈ F .
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(2) Für u ∈ F , x ∈ B und u ≤ x folgt x ∈ F .

Ein Filter F in B heißt Ultrafilter, falls zusätzlich gilt:

(3) Für alle x ∈ B ist entweder x ∈ F oder x′ ∈ F .

Es sollen als nächstes Ultrafilter in BOOLEschen Algebren charakterisiert und ihr Verhal-

ten im Hinblick auf BOOLESCHE Homomorphismen beschrieben werden.

Proposition 1.15. Es sei F ( B ein Filter in der BOOLEschen Algebra B. Dann sind

die folgenden Aussagen äquivalent

(1) Der Filter F ist ein Ultrafilter.

(2) Der Filter F ist bezüglich mengentheoretischer Inklusion maximal.

(3) Für alle x, y ∈ B folgt aus x ∨ y ∈ F , dass x ∈ F oder y ∈ F . Einen solchen Filter

bezeichnet man auch als Primfilter.

Beweis. (1) ⇒ (2): Angenommen, der Ultrafilter F sei nicht maximal. So existiert ein

Filter F ′ ) F , also insbesondere ein x ∈ F ′ \ F . Dann ist jedoch nach Voraussetzung

x′ ∈ F und aufgrund der Inklusionsbeziehung x′ ∈ F ′. Dies widerspricht jedoch der

Filtereigenschaft, da 0 = x′ ∩ x ∈ F ′, also F ′ = B gilt.

(2)⇒ (3): Angenommen, es existieren x, y ∈ B mit x ∨ y ∈ F aber x 6∈ F und y 6∈ F .

Man kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit x 6= 0 annehmen. Dann gilt x ≤ x ∨ y
und damit wäre F ∪ {x} ein echt größerer Filter im Widerspruch zur Voraussetzung.

(3)⇒ (1): Für alle x ∈ B gilt x ∩ x′ = 1. Zudem gilt für alle Filter F , dass 1 ∈ F . Nach

Voraussetzung gilt dann für jeden Primfilter x ∈ F oder x′ ∈ F .

Lemma 1.16. Es sei f : A→ B ein Homomorphismus zwischen den BOOLEschen Alge-

bren A und B. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Ist F ( B ein Filter auf B, dann ist auch f−1(F ) ein Filter auf A.

(2) Ist F sogar ein Ultrafilter, dann auch f−1.
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Beweis. (1): Sind u, v ∈ f−1(F ) so sind f(u), f(v) ∈ F und es gilt f(u ∧ v) =

f(u) ∧ f(v) ∈ F , da F ein Filter ist. Damit folgt sofort u ∧ v ∈ f−1(F ). Man be-

achte, dass Homomorphismen aufgrund der Verträglichkeit der algebraischen Struktur

mit Verbandsstruktur BOOLEscher Algebren isotone Abbildungen sind. Für x, y ∈ A mit

x ≤ y gilt nämlich x = x ∧ y, also auch f(x) = f(x ∧ y) = f(x) ∧ f(y) also auch

f(x) ≤ f(y). Daraus folgt für u ∈ f−1 und x ∈ A, dass auch x ∈ f−1(F ) gilt.

(2): Sei x ∈ A gegeben. Dann gilt f(x) ∈ F oder f(x′) = f(x)′ ∈ F . Dies impliziert

x ∈ f−1(F ) oder x′ ∈ f−1(F ).

Es lässt sich somit eine zu PIT duale und damit äquivalente Formulierung für Filter

finden:

Jede BOOLEsche Algebra besitzt einen maximalen Filter.

Bevor der für das Folgekapitel zentrale Satz vorgestellt wird, soll eine in dieser Arbeit

mehrfach verwendete Aussage bewiesen werden.

Proposition 1.17. Sei (Xi, τi)i∈I eine Familie topologischer Räume. Zudem sei (Ai)i∈I
mit Ai ⊆ Xi eine Familie abgeschlossener Teilmengen. Dann ist

A :=
∏
i∈I

Ai ⊆
∏
i∈I

Xi

abgeschlossen bezüglich der Produkttopologie.

Beweis. Es soll gezeigt werden, dass A ein offenes Komplement besitzt. Sei dazu x ein

Punkt, welcher nicht in A liegt. Dann existiert ein i0 ∈ I , sodass xi0 6∈ Ai0 . Damit ist

Oi0 := Xi0 \ Ai0 eine offene Umgebung von x in Xi0 . Folglich ist

U :=
∏
i∈I

Oi

mit Oi = Xi für i 6= i0 eine offene Umgebung von x in
∏

i∈I Xi. Nach Konstruktion

gilt U ∩ A = ∅. Also ist x ein innerer Punkt und das Komplement von A somit offen.

Folglich ist A abgeschlossen.

Nun zu dem Satz, welcher PIT mit unterschiedlichen Kompaktheitsaussagen über topo-

logische Produkträume in Verbindung setzt.
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Satz 1.18. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) PIT.

(2) UFT.

(3) TYCHONOFF-Satz für HAUSDORFF-Räume:

Produkte kompakter HAUSDORFF-Räume sind kompakt.

(4) HILBERT-Würfel [0, 1]I sind kompakt.

(5) KANTOR-Würfel 2I sind kompakt.

(6) TYCHONOFF-Satz für endliche diskrete Räume:

Produkte endlicher diskreter Räume sind kompakt.

Beweis. (1) ⇒ (2): Interpretiert man PIT im Sinne von Filtern, so folgt dies sofort, da

sich jede Potenzmengenalgebra als BOOLEsche Algebra auffassen lässt.

(2) ⇒ (3): Nach Satz 1.8 folgt aus UFT die Übereinstimmung von Kompaktheit mit

Ultrafilterkompaktheit. Sei nun (Xi)i∈I eine Familie kompakter HAUSDORFF-Räume mit

Produktraum X :=
∏

i∈I Xi. Sei ψ ein Ultrafilter auf diesem Produktraum. Dann ist für

alle i ∈ I der Bildfilter ψi = πi(ψ) wiederum ein Ultrafilter, wobei die kanonischen

Projektionen mit πi bezeichnet seien. Nach Voraussetzung ist jedoch jeder der Faktoren

Xi kompakt, es konvergiert also jede Projektion ψ des Ultrafilters gegen ein xi ∈ Xi.

Also konvergiert, da die Produkttopologie initial bezüglich (πi)i∈I ist, der Filter ψ gegen

(xi)i∈I . Damit ist X ultrafilterkompakt und folglich auch kompakt.

(3)⇒ (4): Dies ist eine Spezialisierung von (3), da das abgeschlossene Intervall [0, 1] mit

euklidischer Topologie insbesondere ein HAUSDORFF-Raum ist.

(4)⇒ (5): Da in HAUSDORFF-Räumen insbesondere das T1-Axiom gilt und damit Ein-

punktmengen abgeschlossen sind, liefert Proposition 1.17, dass man KANTOR-Würfel

als abgeschlossene Teilräume von HILBERT-Würfeln auffassen kann. Als solche sind sie

aber auch kompakt.

(5)⇒ (6): Sei (Xi)i∈I eine Familie endlicher diskreter Räume. Es bezeichne

fi : Xi → 2C(Xi,2)
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die kanonische Einbettung, die jedem y ∈ Xi die entsprechende Evaluationsabbildung

ωi(y, ·) : C(Xi,2)→ 2, ωi(y, g) := g(y)

zuordnet. Sei X :=
∏

i∈I Xi. Dann sind alle fi und

f(x) := (fi(xi))i∈I : X →
∏
i∈I

2C(Xi,2)

abgeschlossene Einbettungen. Denn, da alleXi nach Voraussetzung diskrete Räume sind,

folgt die Stetigkeit der fi automatisch. Bezüglich der Produkttopologie auf X ist nach

Konstruktion dann auch f stetig. Zudem sind alle fi abgeschlossen, da jede abgeschlos-

sene TeilmengeA ⊆ Xi insbesondere endlich und damit kompakt ist, andererseits jedoch

das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung wiederum kompakt und

als kompakte Teilmenge eines HAUSDORFF-Raumes abgeschlossen ist. Mit demselben

Argument sieht man auch die Abgeschlossenheit von f ein. Ist nämlich A ⊆ X eine

abgeschlossene Menge, so besteht sie nach Konstruktion aus einem kartesischen Produkt

endlicher, also kompakter Mengen.

Nach dem vorangehenden Argument ist das Bild jedes einzelnen Faktors des kartesischen

Produkts eine kompakte, also auch abgeschlossene Menge. Dann ist aber auch f(A) als

kartesisches Produkt abgeschlossener Mengen nach Proposition 1.17. Die Injektivität der

fi ist klar, denn man kann, falls y, z ∈ Xi mit y 6= z, eine Abbildung c ∈ C(Xi,2)

definieren durch c(y) = 1 und c(z) = 0 und c(a) beliebig für alle a ∈ Xi \ {y, z}. Damit

ist auch klar, dass f injektiv ist.

Es gilt ∏
i∈I

2C(Xi,2) ' 2{(f,i)|f∈C(Xi,2),i∈I} = 2
⋃

i∈I(Xi,2)×{i},

da das Produkt 2C(Xi,2) bis auf Homöomorphie bereits durch die Kardinalität |C(Xi,2)|
vollständig bestimmt ist. Daraus folgt die Kompaktheit von X , weil man X als abge-

schlossenen Teilraum eines nach (5) kompakten Raumes auffassen kann.

(6)⇒ (1): Sei B eine BOOLEsche Algebra. Man betrachte die Menge A aller endlichen

BOOLEschen Unteralgebren auf B. Für alle A ∈ A ist die Menge XA aller BOOLEschen

Homomorphismen von A nach 2 nichtleer, da jede endliche BOOLEsche Algebra einen

maximalen Filter besitzt. Ist nämlichA eine endliche BOOLEsche Algebra und x 6= 0. Da

A nur endlich viele Elemente enthält kann man annehmen, dass aus a ≤ x bereits a = 0

folgt. Betrachtet man nun die Menge ϕ := {x ∨ y | y ∈ A, so ist ϕ nach Konstruktion

ein maximaler Filter. Es lässt sich nun ein BOOLEscher Homomorphismus f : A → 2
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angeben, indem man

f(x) :=

1, falls x ∈ ϕ

0, falls x 6∈ ϕ

setzt. Man prüft unter Verwendung von Proposition 1.15 sofort nach, dass f ein Homo-

morphismus ist, wenn man 2 in naheliegender Weise als BOOLEsche Algebra betrachtet.

Man fasseXA nun auf als diskreten topologischen Raum. Dann ist der ProduktraumX =∏
A∈AXA nach (6) kompakt. Zudem ist X nichtleer. Dazu betrachte man die Familie

diskreter topologischer Räume (YA)A∈A mit YA := XA ∪ {∞}. Nach Voraussetzung ist

auch Y :=
∏

A∈A YA kompakt. Für alle A ∈ A ist die das Urbild UA = π−1A (XA) unter

der kanonischen Projektion πA eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge von Y . Es ist

nämlich UA =
∏

i∈A Zi mit ZA = XA und Zi = Yi für alle i ∈ A \ {A}. In UA ist daher

insbesondere eine Abbildung f mit f(i) = ∞ für alle i ∈ A \ {A} und f(A) ∈ XA

enthalten, da XA nach Voraussetzung nichtleer ist. Die Familie U := {UA | A ∈ A}
besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft, wie man mit demselben Argument zeigt.

Da Y kompakt ist, folgt daraus
⋂
A∈A UA 6= ∅. Zudem gilt X =

⋂
A∈A UA, also ist auch

X nichtleer.

Für alle Paare (A,B) mit A,B ∈ A und A ⊆ B ist die Menge

M(A,B) := {(xM)M∈A ∈ X | xA ist die Einschränkung xB |A}

abgeschlossen in X . Jedes Menge ist nämlich von der Form M(A,B) =
∏

i∈A Zi mit

Zi = Xi für alle i ∈ A \ {A} und ZA = r(XB), wobei r : XB → XA die Restriktions-

abbildung r(xB) := xB |A bezeichne. Aufgrund der vorausgesetzten Diskretheit von XB

ist r stetig, und aufgrund der Diskretheit von XA sogar abgeschlossen. Daher ist auch

M(A,B) nach Proposition 1.17 eine abgeschlossene Menge in X .

Zudem besitzt die Menge aller M(A,B) die endliche Durchschnittseigenschaft, also

existiert aufgrund der Kompaktheit auch ein Element x := (xM)M∈A im Durchschnitt

aller M(A,B). Es bezeichne im Folgenden B(a) die von a ∈ B erzeugte Unteralgebra

von B. Dann ist die durch f(a) = xB(a)(a) bestimmte Abbildung von B nach 2 ein

BOOLEscher Homomorphismus. Sind nämlich a, b ∈ B so gilt zunächst

xB(a∧b)(a) = xB(a)(a),

da nach Voraussetzung x im Schnitt aller M(A,B), insbesondere also auch in der Menge

M(B(a), B(a ∧ b)) enthalten ist, da B(a) ⊆ B(a ∧ b). Damit folgt

f(a∧ b) = xB(a∧b)(a∧ b) = xB(a∧b)(a)∧xB(a∧b)(b) = xB(a)(a)∧xB(b)(b) = f(a)∧f(b).
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Analog zeigt man f(a∨ b) = f(a)∨ f(b). Es gilt B(a′) = B(a) da BOOLEsche Unteral-

gebren unter anderem abgeschlossen unter Komplementbildung sind. Damit folgt sofort

f(a′) = f(a)′. Dass f(1) = 1 und f(0) = 0 folgt daraus, dass jede Komponente von x

ein BOOLEscher Homomorphismus ist. Damit ist dann f−1({1}) nach Lemma 1.16 ein

Ultrafilter auf B. Die Dualität von Idealen und Filtern in BOOLEschen Algebren liefert

die Behauptung.



Kapitel 2

Der ASCOLI-Satz und das
Auswahlaxiom

ASCOLI-Sätze gelten bezeichnend für Aussagen, die es gestatten Kompaktheit von Teil-

mengen von Funktionenräumen bezüglich starker Topologien aus der Kompaktheit be-

züglich einer schwächeren Topologie unter zusätzlichen Annahmen zu folgern. Dabei

existieren unterschiedliche Formulierungen.

Dieser Abschnitt ist eine ausgestaltete Darstellung des Kapitels

Disasters in Topology III: Function Spaces (The Ascoli Theorem)

aus [Her06]. Weitere allgemeinere Versionen des ASCOLI-Satzes finden sich in [Bar15]

oder [Pop74].

Ziel dieses Kapitels ist es zu untersuchen inwieweit sich ASCOLI-Sätze im Rahmen von

ZF beweisen lassen und welche Erweiterungen des Axiomensystems ZF gegebenenfalls

für den Beweis benötigt werden. Eine wichtige Rolle für diese Beweise wird der BOO-

LEsche Primidealsatz PIT spielen, dessen Gültigkeit, wie im vorangehenden Kapitel ge-

zeigt, zu unterschiedlichen Kompaktheitsaussagen äquivalent ist.

24
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2.1 Der topologische ASCOLI-Satz

In diesem Abschnitt soll eine allgemeine topologische Version des ASCOLI-Satzes be-

handelt werden.

Definition 2.1. Es sei (X, τ) ein topologischer Raum und (Y, d) ein metrischer Raum

versehen mit der durch die Metrik induzierte Topologie τd. Eine Teilmenge F ⊆ Y X

heißt gleichgradig stetig, wenn gilt:

Für alle x ∈ X und ε > 0 existiert ein V ∈ ẋ ∩ τ , sodass

für alle f ∈ F gilt, dass f(V ) ⊆ Uε(f(x)).

Für zwei topologische Räume (X, τ) und (Y, σ) bezeichne im Folgenden Cco(X, Y ) den

topologischen Funktionenraum (C(X, Y ), τco) der stetigen Funktionen von X nach Y

ausgestattet mit der kompakt-offenen Topologie. Diese Topologie wird erzeugt von Sub-

basiselementen der Form

(K,O) := {f ∈ C(X, Y ) | K ⊆ X ist kompakt und O ∈ σ}.

Definition 2.2 (Topologischer ASCOLI-Satz). Sei (X, τ) ein lokalkompakter HAUSDORFF-

Raum und (Y, d) ein metrischer Raum. Für jeden Teilraum (F, τco) von Cco(X, Y ) sind

äquivalent:

(a) F ist τco-kompakt.

(b) (α) Für alle x ∈ X ist die Menge F (x) = {f(x) | f ∈ F} kompakt in Y .

(β) F ist abgeschlossen in Y X bezüglich der Topologie der punktweisen Konver-

genz τp.

(γ) F ist gleichgradig stetig auf X .

Die Hauptaussage des Satzes ist also die Folgerung der Kompaktheit einer Menge stetiger

Funktionen bezüglich einer starken Topologie, in diesem Fall der kompakt-offenen To-

pologie, aus der Kompaktheit bezüglich der schwächeren punktweisen Topologie. Eine

verbreitete Variation des Satzes verzichtet auf Teil (b,β) und ersetzt die Kompaktheit in

(a) durch relative Kompaktheit. Man beachte, dass die auf dem Teilraum F verwendete

Topologie τco die Spur der kompakt-offenen Topologie auf C(X, Y ) ist.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Gültigkeit dieses Satzes äquivalent zum BOO-

LEschen Primidealsatz (PIT) ist.
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Satz 2.3. Äquivalent sind:

(1) Der topologische ASCOLI-Satz.

(2) PIT.

Beweis. (1) ⇒ (2): Sei X eine Menge und 2 die zweielementige Menge {0, 1}. Bei-

de Mengen seien mit der diskreten Topologie ausgestattet. Die diskrete Topologie lässt

sich auch als die von der diskreten Metrik induzierte Topologie auffassen, somit kann 2

insbesondere als metrischer Raum betrachtet werden.

Es sei F := C(X,2). Dann gilt C(X,2) = 2X , da X nach Voraussetzung diskret ist.

Es folgt, dass 2 = F (x) für alle x ∈ X als endlicher Raum kompakt ist. Nach Defini-

tion ist 2X als Gesamtraum abgeschlossen bezüglich jeder Topologie, also insbesondere

auch bezüglich der punktweisen Topologie τp. Zuletzt ist F auch gleichgradig stetig, da

X diskret und somit Einpunktmengen offen sind und man daher für alle x ∈ X und

ε > 0 die Menge {x} als offene Umgebung von x wählen kann. Dann gilt nämlich für

alle f ∈ F , aufgrund der Definitheit der Metrik für d(f(x), f(x)) = 0 < ε. Damit sind

alle Bedingungen aus (b) des ASCOLI-Satzes erfüllt und es folgt, dass 2X kompakt be-

züglich der kompakt-offenen Topologie ist. Da die kompakt-offene Topologie stärker als

die punktweise Topologie ist, folgt damit die Kompaktheit von 2X bezüglich der punkt-

weisen Topologie. Dies ist nach Satz 1.18 äquivalent zu PIT.

(2)⇒ (1): Es seien (X, τ) ein lokalkompakter HAUSDORFF-Raum und (Y, d) ein metri-

scher Raum. Des Weiteren sei F ein Teilraum vom Cco(X, Y ).

(a) ⇒ (b, α): Nach Voraussetzung ist F ein bezüglich der kompakt-offenen Topologie

τco kompakter Teilraum von C(X, Y ). Somit ist er insbesondere bezüglich der Spur

der schwächeren Topologie der punktweisen Konvergenz τp ein kompakter Teilraum des

HAUSDORFF-Raumes Y X . Die Topologie der punktweisen Konvergenz lässt sich als In-

itialtopologie bezüglich der für alle x ∈ X definierten kanonischen Projektionen

πx : Y
X → Y, f 7→ f(x)

beschreiben. Als stetiges Bild eines Kompaktums ist somit auch πx(F ) = F (x) kompakt

in (Y, τd).

(a) ⇒ (b, β): Als kompakter Teilraum eines HAUSDORFF-Raumes ist F bezüglich τp

auch abgeschlossen in Y X .
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(a)⇒ (b, γ): Es soll gezeigt werden, dass F gleichgradig stetig ist. Sei dazu x ∈ X und

ε > 0. Für jedes f ∈ F ist die Menge

Bf := B ε
2
=
{
y ∈ Y | d(f(x), y) < ε

2

}
offen bezüglich der von der Metrik d auf Y induzierten Topologie. Da F ⊆ C(X, Y ), ist

das Urbild f−1(Bf ) ebenfalls offen bezüglich τ . Nach Voraussetzung istX lokalkompakt.

Daher existiert eine kompakte Umgebung Kf von x mit Kf ⊆ f−1(Bf ). Damit gilt

f(Kf ) ⊆ Bf und es definiert

Uf := F ∩ (Kf , Bf ) = {g ∈ F | g(Kf ) ⊆ Bf} (∗)

eine bezüglich der Teilraumtopologie auf F offene Umgebung von f . Man betrachte nun

die Evaluationsabbildung

ω : X × F → Y, (y, g) 7→ g(y).

Unter Berücksichtigung von (∗) folgt ω(Kf × Uf ) ⊆ Bf . Es definiere C die Menge aller

Tripel (f,K, U), wobei f ∈ F , K eine kompakte Umgebung von x in X und U eine

offene Umgebung von f in F mit ω(K × U) ⊆ Bf sei. Dann liefert

U := {U ⊆ F | es existieren f ∈ F , K ⊆ X mit (f,K, U) ∈ C}

eine offene Überdeckung von F , da für alle f ∈ F nach Konstruktion (f,Kf , Uf ) ∈ C,

also auch Uf ∈ U gilt. Nach Voraussetzung ist F kompakt, daher existiert eine endliche

Teilüberdeckung durch U1, . . . , Un ∈ U. Für alle i ∈ {1, . . . , n} wähle man nun fi ∈ F
und Ki ⊆ X mit (fi, Ki, Ui) ∈ C. Des Weiteren definiere man

U :=
n⋂
i=1

Ki.

Es ist U eine nicht notwendig offene aber als endlicher Durchschnitt kompakter Mengen

eine kompakte Umgebung von x ∈ X . Nun soll gezeigt werden, dass für alle f ∈ F

folgt, dass f(U) ⊆ Uε(f(x)) gilt. Da X nach Voraussetzung lokalkompakt ist, enthält

U folglich auch eine offene Umgebung V von x für die dann entsprechend f(V ) ⊆
Uε(f(x)) gilt. Damit ist dann F gleichgradig stetig.

Für jedes f ∈ F existiert aufgrund der Überdeckungseigenschaft ein i ∈ {1, . . . , n} mit

f ∈ Ui. Sei des Weiteren y ∈ U gegeben. Dann gilt

f(y) = ω(y, f) ∈ ω(U × Ui) ⊆ ω(Ki × Ui) ⊆ Bfi ,
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also d(fi(x), f(y)) < ε
2
. Insbesondere gilt für x ∈ U , da nach Voraussetzung x ∈ Ki

für alle i ∈ {1, . . . , n}, dass d(fi(x), f(x)) < ε
2
. Unter Verwendung der Dreiecksunglei-

chung folgt letztlich

d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), fi(x)) + d(fi(x), f(y)) <
ε

2
+
ε

2
= ε

und damit auch f(U) ⊆ Uε(f(x)). Folglich ist F gleichgradig stetig.

(b)⇒ (a): Nach Voraussetzung ist F (x) als Teilraum von Y kompakt und besitzt zudem

als metrischer Raum die HAUSDORFF-Eigenschaft. Der TYCHONOFF-Satz für HAUS-

DORFF-Räume 1.18(3) besagt, dass dann auch
∏

x∈X F (x) ⊆ Y X kompakt ist. Die Vor-

aussetzung, dass F abgeschlossen in Y X bezüglich der Produkttopologie τp ist, liefert,

dass F auch abgeschlossen im Teilraum
∏

x∈X F (x) ist, da F ⊆
∏

x∈X F (x) gilt. Als

abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist somit F auch kompakt bezüglich der

Topologie der punktweisen Konvergenz.

Es fehlt zu zeigen, dass F ebenfalls bezüglich der kompakt-offenen Topologie τco kom-

pakt ist. Hierfür soll die Inklusion τco ⊆ τp nachgewiesen werden. Dazu betrachte man

ein Subbasiselement

V := (K,U) ∩ F ∈ τco

der kompakt-offenen Topologie auf dem Teilraum F und ein f ∈ V . Es gilt nun zu

zeigen, dass V auch in τp offen ist. Da f(K) ⊆ U und U ∈ σ gilt, folgt für alle x ∈ K

rx := inf {d(f(x), y) | y ∈ (Y \ U)} > 0.

Dann ist

Ux :=
{
z ∈ X | d(f(x), f(z)) < rx

2

}
= f−1

(
U rx

2
(f(x))

)
eine offene Umgebung von x ∈ X aufgrund der Stetigkeit von f . Zudem bildet U :=

{Ux | x ∈ K} eine offene Überdeckung von K. Nach Voraussetzung ist K kompakt,

daher existieren x1, . . . , xn ∈ K, sodass K ⊆
⋃n
i=1 Uxi . Es sei r := min{rx1 , . . . , rxn}.

Damit ergibt sich für alle x ∈ K und alle y ∈ (Y \ U) die Ungleichung d(f(x), y) ≥ r
2
.

Ist andererseits x ∈ K und d(f(x), y) < r
2
, so folgt daraus y ∈ U .

Da F nach Voraussetzung gleichgradig stetig auf X ist, existiert insbesondere für alle

x ∈ K eine offene Umgebung W von x, sodass

d(g(x), g(z)) <
r

4
, für alle g ∈ F und z ∈ W.

Betrachtet man nun die auf obige Weise erzeugte Menge C aller geordneten Paare (x,W ),

so bildet

W := {W ⊆ X | Es existiert ein x ∈ K mit (x,W ) ∈ C}
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eine offene Überdeckung von K. Aufgrund der Kompaktheit von K lässt sich eine endli-

che Teilüberdeckung W1, . . . ,Wm ∈ W auswählen. Für alle i ∈ {1, . . . ,m} wähle man

entsprechend der Definition W ein xi mit (xi,Wi) ∈ C. Dann ist

Bf :=
{
g ∈ F | d(f(xi), g(xi)) <

r

4
für i ∈ {1, . . . ,m}

}
als Basisumgebung von τp insbesondere eine offene Umgebung von f .

Es soll nun gezeigt werden, dass Bf ⊆ V gilt. Dann ist nämlich V =
⋃
f∈V Bf als

Vereinigung offener Mengen offen bezüglich τp und die Behauptung τco ⊆ τp folgt, da

V beliebig war. Sei dazu also g ∈ Bf . Für jedes x ∈ K existiert ein i ∈ {1, . . . ,m} mit

x ∈ Wi. Nach Konstruktion der Wi gilt d(g(xi), g(x)) < r
4
. Da g ∈ Bf gilt zudem die

Ungleichung d(f(xi), g(xi)) < r
4
. Daraus folgert man

d(f(xi), g(x)) ≤ d(f(xi), g(xi)) + d(g(xi), g(x)) <
r

2
,

was wiederum g(x) ∈ U und damit g(K) ⊆ U impliziert. Also ist g ∈ (K,U), woraus

g ∈ V folgt. Damit ist der Beweis vollständig.

2.2 Alternative Kompaktheitsbegriffe im ASCOLI-Satz

Betrachtet man den Beweis von Satz 2.3, so fällt auf, dass die Implikation ((a) ⇒ (b))

in Satz 2.3 bereits im Rahmen von ZF gültig ist. Der Beweis dieses Satzes verwendet

lediglich einer Stelle der Beweisrichtung ((b)⇒ (a)) den laut Satz 1.18 zu PIT äquiva-

lenten TYCHONOFF-Satz für kompakte HAUSDORFF-Räume. Unter der Verwendung des

Kompaktheitsbegriffes der Ultrafilterkompaktheit ist diese Schlussweise gemäß Lemma

1.7 jedoch bereits in ZF möglich. Dies motiviert den Versuch zu untersuchen, inwiefern

der topologische ASCOLI-Satz unter Verwendung anderer Kompaktheitsbegriffe, insbe-

sondere der in Definition 1.4 aufgeführten Begriffe, seine Gültigkeit behält und ob sich

diese Versionen des ASCOLI-Satzes bereits in ZF beweisen lassen.

Lemma 2.4. Es sei (X, τ) ein topologischer Raum, sodass die darin offen-abgeschlosse-

nen Mengen einen Basis für die Topologie τ bilden.

(1) Ist F ein Filter ohne Adhärenzpunkt, so gilt für die Menge A ⊆ F aller offen-abge-

schlossenen Elemente von F ⋂
A∈A

A = ∅.
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(2) Erfüllt (X, τ) zusätzlich das T1-Axiom, so existiert zu je zwei unterschiedlichen Punk-

ten x, y ∈ X ein A(x,y) ∈ A mit

{x, y} ∩ A(x,y) = {y}.

Beweis. (1): Nach Voraussetzung besitzt F keinen Adhärenzpunkt. Gemäß Proposition

1.2 folgt
⋂
F∈F F = ∅. Für alle x ∈ X gilt damit, dass ein F ∈ F existiert, sodass x 6∈ F .

Das bedeutet, dass X \ F eine offene Umgebung von x ist.

Da die offen-abgeschlossenen Mengen nach Voraussetzung eine Basis für τ bilden, exis-

tiert eine offen-abgeschlossene Umgebung U von x, mit U ⊆ X\F und damit U∩F = ∅.
Folglich ist X \U ⊇ F und wegen des Abschlusses gegen Obermengenbildung X \U ∈
F . Es existiert also eine offen-abgeschlossene Menge in F , die x nicht enthält. Dies

impliziert x 6∈
⋂
A∈AA. Da x beliebig gewählt war, folgt

⋂
A∈AA = ∅ und damit die

Behauptung.

(2): Seien nun x, y ∈ X mit x 6= y gegeben. Unter der Voraussetzung, dass (X, τ) das

T1-Axiom erfüllt, lässt sich zur offenen Umgebung X \F aus Teil (1) des Beweises eine

offene Umgebung

Ux ⊆ X \ F

von x finden, die zusätzlich y nicht enthält. Da die offen-abgeschlossenen Mengen eine

Basis von τ bilden, kann man zudem annehmen, dass Ux offen-abgeschlossen ist. Man

prüft nach, dass für

A(x,y) := X \ Ux

die in (2) geforderten Eigenschaften erfüllt sind: Als Komplement einer offen-abge-

schlossenen Menge, ist auch A(x,y) offen und abgeschlossen. Nach Konstruktion ist

x 6∈ A(x,y) sowie y ∈ A(x,y).

Zudem gilt, wie schon in (1) gezeigt, A(x,y) ∈ F . Daraus ergibt sich die Behauptung.

Lemma 2.5. Es seien (X, τ) und (Y, σ) topologische Räume und es sei S eine Subbasis

für τ . Dann ist eine injektive Abbildung f : X → Y genau dann offen, wenn f(S) ⊆ σ.

Beweis. Da S ⊆ τ , folgt aus der Offenheit von f sofort

f(S) ⊆ f(τ) ⊆ σ.
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Sei andererseits f eine injektive Abbildung und O ∈ τ beliebig. Dann ist O die Verei-

nigung endlicher Schnitte von Subbasislementen. Für zwei beliebige Mengen O1, O2 gilt

nun

f(O1 ∩O2) = f(O1) ∩ f(On)

aufgrund der Injektivität von f , sowie

f

(⋃
i∈I

Oi

)
=
⋃
i∈I

f(Oi)

für eine beliebige Familie offener Mengen. Damit ist auch f(O) offen und die Behaup-

tung folgt.

Als erste alternative Formulierung des ASCOLI-Satzes, wird in dieser Kompaktheitsaus-

sage statt der üblichen Überdeckungskompaktheit der Begriff der Ultrafilterkompaktheit

verwendet.

Satz 2.6. Äquivalent sind:

(1) Der ASCOLI-Satz bezüglich Ultrafilterkompaktheit.

(2) PIT.

Beweis. (1) ⇒ (2): Nach Satz 1.18 reicht es aus zu zeigen, dass (1) bereits impliziert,

dass die KANTOR-Würfel 2I im gewöhnlichen Sinne kompakt sind.

Angenommen, es existiere eine Menge I , sodass P := 2I nicht kompakt ist. Man be-

trachte I als einen mit der diskreten Topologie ausgestatteten topologischen Raum und

2 als diskreten metrischen Raum. Dann existiert nach Satz 1.5 ein Filter F auf P ohne

Adhärenzpunkt.

Der mit der Produkttopologie ausgestattete Raum P besitzt eine Basis aus offen-abge-

schlossenen Mengen. Dies folgt daraus, dass bereits jedes Subbasiselement S per Defini-

tion offen ist und, da 2 diskret ist, auch ein offenes Komplement besitzt. Damit ist S aber

als Komplement einer offenen Menge definitionsgemäß abgeschlossen. Insgesamt ist S

also offen-abgeschlossen. Da die Menge der offen-abgeschlossenen Mengen die endliche

Durchschnittseigenschaft besitzt, ist auch jedes von der Subbasis erzeugte Basiselement

eine offen-abgeschlossene Menge.
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Hiermit lässt sich nun Lemma 2.4(1) auf F anwenden. Damit folgt für die Menge A aller

offen-abgeschlossenen Elemente von F⋂
A∈A

A = ∅. (?)

Man kann nun für alle A ∈ A die charakteristische Funktion

fA : P → 2, fA(x) :=

1 , falls x ∈ A

0 , falls x 6∈ A
(2.1)

definieren. Da alle A offen-abgeschlossen sind, folgt sofort die Stetigkeit von fA für alle

A ∈ A. Somit induziert die Familie (fA)A∈A eine Abbildung

f : P → 2A, x 7→ (fA(x))A∈A,

welche bezüglich der Produkttopologie auf 2A auf P stetig ist.

Es bezeichne

F := f(P )

das Bild von P unter obiger Abbildung f . Es soll nun gezeigt werden, dass f eine Ein-

bettung ist, also ein Homöomorphismus auf F : Die Abbildung f ist injektiv, denn für

x, y ∈ P mit x 6= y gilt, da P als HAUSDORFF-Raum insbesondere das T1-Axiom er-

füllt,

fA(x,y)
(x) = 0 6= 1 = fA(x,y)

(y),

mit A(x,y) ∈ A aus Lemma 2.4(2).

Zudem ist f offen bezüglich der Spurtopologie auf F , wie sich mit Lemma 2.5 beweisen

lässt. Dazu sei nun O = π−1i0 ({j}) mit i0 ∈ I und j ∈ {0, 1} eine beliebige offene

Subbasismenge der Produkttopologie auf P , wobei die kanonischen Projektionen des

Produktraumes mit πi bezeichnet seien. Man erkennt O als eine offen-abgeschlossene

Menge aufgrund der Stetigkeit der kanonischen Projektionen.

Gilt O ∈ F , also insbesondere O ∈ A, so ist für alle x ∈ O

πO(f(x)) = fO(x) = 1.

Daraus folgt

f(O) = π−1O ({1}) ∩ F

und folglich ist f(O) offen bezüglich der Teilraumtopologie auf F .
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Ist andernfalls O 6∈ F , so gilt für alle M ∈ F entweder

M ∩O 6= ∅

oder P \ O ∈ F . Im zweiten Fall gilt damit insbesondere P \ O ∈ A, da O offen-

abgeschlossen ist, und analog zum ersten Teil folgt für alle x ∈ O

πP\O(f(x)) = 0

und damit

f(O) = π−1P\O({0}) ∩ F.

Im anderen Fall gilt zudem für alle M ∈ F

M ∩ (P \O) 6= ∅

und damit

f(O) = F,

denn in O existiert zu jedem A ∈ A ein x1 ∈ O mit fA(x) = 1 sowie ein x2 ∈ O

mit fA(x) = 0. Also ist f(O) auch in diesem Fall offen bezüglich Spurtopologie. Damit

ist Lemma 2.5 anwendbar und impliziert, dass f eine offene Abbildung auf ihr Bild ist.

Folglich ist f ein Homöomorphismus auf F .

Jeder endliche diskrete Raum ist ultrafilterkompakt, da dort die einzigen Ultrafilter, die

Einpunktfilter sind, welche immer konvergieren. Es ist daher P nach Satz 1.7 als Produkt

ultrafilterkompakter Räume wiederum ultrafilterkompakt. Es folgt, dass F als homöo-

morphes Bild eines ultrafilterkompakten Raumes ebenso ultrafilterkompakt ist.

Es soll nun den ASCOLI-Satz bezüglich Ultrafilterkompaktheit auf F angewendet wer-

den. Betrachtet man A als diskreten topologischen Raum und 2 als diskreten metrischer

Raum, so ist Bedingung (a) von Satz 2.3 erfüllt, denn, da in diskreten Räumen eine Teil-

menge genau dann kompakt ist, wenn sie endlich ist, folgt, dass die Subbasis der kom-

pakt-offenen Topologie auf 2A genau mit der Subbasis der punktweisen Topologie über-

einstimmt. Andererseits ist die Aussage (b, β) nicht erfüllt: Es ist zwar p := (1)A∈A ∈ 2A

im Abschluss von F in 2A enthalten, denn für eine beliebige Umgebung Up ⊆ 2A von p,

existieren Subbasiselemente BA1 , . . . , BAn mit

p ∈
n⋂
i=1

BAi
⊆ Up,

wobei BAi
=
∏

A∈ARA mit RAi
= {1} und RA = 2 sonst gelte. Dies wiederum impli-

ziert
n⋂
i=1

BAi
∩ F 6= ∅,
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denn für

x ∈
n⋂
i=1

Ai ∈ F

gilt fAi
(x) = 1, weil letztlich offen-abgeschlossene Mengen sowie Filter die endliche

Durchschnittseigenschaft besitzen. Also gilt auch Up ∩ F 6= ∅ und damit p ∈ F .

Andererseits ist p jedoch nicht in F enthalten. Gälte nämlich p ∈ F , so existiert ein

x ∈ P mit fA(x) = 1 für alle A ∈ A, was gleichbedeutend ist mit x ∈
⋂
A∈AA. Dies

steht jedoch im Widerspruch dazu, dass nach (?) der Schnitt über alle in F enthaltenen

offen-abgeschlossenen Mengen leer ist. Also gilt F 6= F , ein Widerspruch zum ASCOLI-

Satz bezüglich Ultrafilterkompaktheit. Die Annahme, dass 2I nicht kompakt ist, muss

also verworfen werden.

(2) ⇒ (1): PIT impliziert nach Satz 1.8 die Übereinstimmung des gewöhnlichen Kom-

paktheitsbegriffes mit dem Begriff der Ultrafilterkompaktheit. Somit folgt (1) direkt aus

Satz 2.3.

Ähnliches gilt nun auch für den nächsten Kompaktheitsbegriff der TYCHONOFF-Kom-

paktheit wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.7. Äquivalent sind:

(1) Der ASCOLI-Satz bezüglich TYCHONOFF-Kompaktheit.

(2) PIT.

Beweis. (1)⇒ (2): Es reicht aus zu zeigen, dass (1) bereits impliziert, dass die KANTOR-

Würfel 2I im gewöhnlichen Sinne kompakt sind. Angenommen, es existiert eine Menge

I , sodass P := 2I nicht kompakt ist. Man betrachte I als einen mit der diskreten To-

pologie ausgestatteten topologischen Raum und 2 als diskreten metrischen Raum. Dann

existiert ein Filter F auf P ohne Adhärenzpunkt.

Da das Intervall [0, 1] ausgestattet mit euklidischer Topologie insbesondere ein T1-Raum

ist, sind Einpunktmengen abgeschlossen. Betrachtet man nun P als Teilraum des HIL-

BERT-Würfels [0, 1]I , so folgt nach Proposition 1.17, dass P abgeschlossen im HILBERT-

Würfel ist. Definitionsgemäß ist also P TYCHONOFF-kompakt.

Wie aus dem Beweis von Satz 2.6 folgt, ist P homöomorph zu F := f(P ), wobei f

die auf der Menge der offen-abgeschlossenen Elemente von F definierte Funktion aus
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Gleichung (2.1) sei. Somit ist F ebenfalls TYCHONOFF-kompakt.

Wendet man nun den ASCOLI-Satz bezüglich TYCHONOFF-Kompaktheit auf F an, so

folgt anlog zu Satz 2.6, dass zwar die Bedingung (a) gilt aber die Aussage (b, β) nicht

erfüllt ist.

(2)⇒ (1): PIT impliziert die Übereinstimmung des gewöhnlichen Kompaktheitsbegriffes

mit dem Begriff der TYCHONOFF-Kompaktheit. Somit folgt (1) direkt aus Satz 2.3.

Die Substitution der Kompaktheit durch ALEXANDROFF-URYSOHN-Kompaktheit im AS-

COLI-Satz führt sogar zu einer Verschärfung der benötigten Bedingungen für die Gültig-

keit des ASCOLI-Satzes wie der nächste Satz zeigt.

Satz 2.8. Äquivalent sind:

(1) Der ASCOLI-Satz bezüglich ALEXANDROFF-URYSOHN-Kompaktheit.

(2) AC.

Beweis. (1)⇒ (2): Sei X eine Menge und 2 die zweielementige Menge {0, 1} und seien

beide mit der diskreten Topologie ausgestattet. Die diskrete Topologie lässt sich auch

als die von der diskreten Metrik induzierte Topologie auffassen, somit kann 2 auch als

metrischer Raum betrachtet werden.

Es sei F := C(X,2). Dann gilt C(X,2) = 2X , da X nach Voraussetzung diskret ist. Da

2 = F (x) für alle x ∈ X als endlicher Raum keine unendliche Teilmenge besitzt, folgt

sofort die ALEXANDROFF-URYSOHN-Kompaktheit von F (x). Nach Definition ist 2X als

Gesamtraum abgeschlossen bezüglich jeder Topologie, also insbesondere auch bezüglich

der punktweisen Topologie τp. Zuletzt ist F auch gleichgradig stetig, da X diskret und

somit Einpunktmengen offen sind, d.h. für alle x ∈ X und ε > 0 wähle man {x} als

offene Umgebung in X . Dann gilt für alle f ∈ F , aufgrund der Definitheit der Metrik für

d(f(x), f(x)) = 0 ≤ ε. Damit sind die Bedingungen (b) des ASCOLI-Satzes erfüllt und

es folgt, dass 2X ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt ist.

Es soll Satz 1.9 angewendet werden, um zu folgern, dass AC gilt. Dazu seien A und

B zwei unendliche Mengen mit Kardinalitäten |A| = a und |B| = b. Sei ∞ ein Ele-

ment, welches nicht in A ∪ B enthalten ist. Setze I := {∞} ∪ A ∪ B und betrachte den
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KANTOR-Würfel 2I . Nach dem vorangehenden Beweis ist dieser ALEXANDROFF-URY-

SOHN-kompakt. Für jede Teilmenge C ⊆ I sei nun

χC : I → 2, χC(i) :=

1 , falls i ∈ C

0 , falls i 6∈ C
(2.2)

die zu C gehörige charakteristische Funktion. Dan besitzt die Teilmenge

M := {χ{a} | a ∈ A} ∪ {χ{∞,b} | b ∈ B} ⊆ 2I

als unendliche Menge einen vollständigen Häufungspunkt x := (xi)i∈I ∈ 2I .

Man unterscheide nun zwei Fälle: Ist x∞ = 0, so ist das Subbasiselement U :=
∏

i∈I Ui

mit U∞ = {0} und Ui = 2 für alle i 6= ∞ eine offene Umgebung von x. Des Weiteren

gilt

|A| = |{χ{a} | a ∈ A}| = |M ∩ U | = |M |

da x ein vollständiger Häufungspunkt von M ist. Es existiert also eine Bijektion von A

nach M , insbesondere existiert eine Injektion von {χ{∞,b} | b ∈ B} nach A, und damit

gilt definitionsgemäß b ≤ a. Gilt andererseits x∞ = 1, so zeigt man analog a ≤ b. Da

a und b beliebige unendliche Kardinalitäten waren und endliche Kardinalitäten immer

vergleichbar sind, findet Satz 1.9 Anwendung.

(2) ⇒ (1): Das Auswahlaxiom impliziert nach Satz 1.10 die Übereinstimmung des ge-

wöhnlichen Kompaktheitsbegriffes mit dem Begriff der ALEXANDROFF-URYSOHN-Kom-

paktheit. Somit folgt (1) direkt aus Satz 2.3.

2.3 Der klassische ASCOLI-Satz und eine Modifikation

Wie die vorangehenden Ausführungen gezeigt haben, versagt der ASCOLI-Satz bei allen

im Rahmen von Definition 1.4 vorgestellten Versionen von Kompaktheit, falls lediglich

ZF vorausgesetzt wird. Es soll im Folgenden untersucht werden, inwiefern eine schwä-

chere Formulierung des ASCOLI-Satzes die Anforderungen senkt.

Definition 2.9 (Klassischer ASCOLI-Satz). Für eine Funktionenmenge F stetiger Abbil-

dungen f : R→ R sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

(a) Jede Folge (fn)n∈N in F besitzt eine Teilfolge (fν(n))n∈N, die stetig gegen eine nicht

notwendig in F liegende Funktion g konvergiert. Das bedeutet:
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Für alle x ∈ R und alle (xn)n∈N ∈ RN gilt:

Aus limn→∞ xn = x folgt limn→∞ fν(n)(xn) = g(x).

(b) (α) Für alle x ∈ R ist die Menge F (x) = {f(x) | f ∈ F} beschränkt.

(β) Es ist F gleichgradig stetig.

Dass die in Definition 2.9 auftretende Grenzfunktion g eindeutig bestimmt ist, sieht man

über ein Folgenmischungsargument ein: Sind nämlich (xn)n∈N und (yn)n∈N zwei Folgen

in R mit Grenzwert x, so lässt sich eine dritte Folge (zn)n∈N konstruieren mit z2n−1 :=

x2n−1 und z2n := y2n. Diese konvergiert weiterhin gegen x und es gilt

lim
n→∞

fn(xn) = lim
n→∞

f2n−1(x2n−1) = lim
n→∞

f2n−1(z2n−1) = lim
n→∞

fn(zn),

da jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen denselben Grenzwert konvergiert. Für

(yn)n∈N gilt analoge Gleichung, was letztlich

lim
n→∞

fn(xn) = lim
n→∞

fn(yn)

impliziert.

Es sollen zunächst einige Eigenschaften von Funktionenfolgen in Bezug auf die stetige

Konvergenz festgehalten werden.

Proposition 2.10. Es sei (fn)n∈N eine Folge stetiger Abbildungen von R nach R und g

eine stetige Abbildung mit demselben Definitionsbereich und derselben Zielmenge. Dann

gelten folgende Aussagen:

(1) Falls (fn)n∈N stetig gegen f konvergiert, so konvergiert (fn)n∈N auch punktweise

gegen f .

(2) Falls (fn)n∈N stetig gegen f konvergiert, so ist auch f stetig.

(3) Falls (fn)n∈N lokal gleichmäßig gegen f konvergiert, so konvergiert (fn)n∈N auch

stetig gegen f .

Beweis. (1): Dies folgt direkt aus der Definition unter Betrachtung konstanter Folgen

(xn)n∈N mit xn = x für alle n ∈ N.

(2): Es soll die Stetigkeit der Grenzfunktion f mittels Folgenstetigkeit gezeigt werden.

Es sei dazu (xn)n∈N eine Folge in R mit Grenzwert x und ε > 0 gegeben. Nach (1)
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konvergiert (fn)n∈N punktweise. Daraus lässt sich nun induktiv eine Teilfolge (fnk
)k∈N

gewinnen mit

|fnk
(xk)− f(xk)| ≤

ε

2
, für alle k ∈ N,

denn aufgrund der punktweisen Konvergenz existiert zu x1 ein n1, sodass

|fn(x1)− f(x1)| ≤
ε

2
, für alle n ≥ n1.

Für xk findet man ein nk > nk−1 mit einer analogen Eigenschaft.

Die so konstruierte Teilfolge besitzt nach wie vor denselben Grenzwert

lim
k→∞

fnk
(xk) = f(x).

Man sieht dies ein, indem man eine neue Folge (ym)m∈N definiert über ym := x1 für

1 ≤ m ≤ n1 und ym := xk für nk−1 < m ≤ nk für k > 1, sodass limm→∞ ym = x.

Damit gilt nun

lim
m→∞

fm(ym) = f(x)

aufgrund der stetigen Konvergenz der Folge (fn)n∈N und somit

lim
k→∞

fnk
(xk) = lim

k→∞
fnk

(ynk
) = f(x).

Es existiert also ein nε ∈ N, sodass für alle nk ≥ nε gilt

|fnk
(xk)− f(x)| ≤

ε

2
.

Daraus folgt nun unter Anwendung der Dreiecksungleichung für alle n ≥ nε

|f(xk)− f(x)| ≤ |fnk
(xk)− f(xk)|+ |fnk

(xk)− f(x)| ≤ ε.

(3): Es sei (xn)n∈N eine Folge in R mit Grenzwert x. Des Weiteren sei ε > 0 gegeben. Da

nach Voraussetzung (fn)n∈N lokal gleichmäßig gegen f konvergiert existiert eine offene

Umgebung Ux von x, sodass fn|Ux
gleichmäßig konvergiert. Es existiert somit ein nε,

sodass für alle y ∈ Ux gilt

|fn(y)− f(y)| ≤
ε

2
für alle n ≥ nε.

Als Grenzfunktion einer lokal gleichmäßig konvergenten Funktionenfolge ist f zudem

stetig in x. Es existiert also ein δ > 0, sodass für alle y ∈ Uδ(x)

|g(y)− g(x)| < ε

2
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gilt. Da (xn)n∈N voraussetzungsgemäß gegen x konvergiert, existiert ein N ∈ N, sodass

xn ∈ Uδ(x) ∩ Ux für alle n ≥ N .

Setzt man nun n′ := max(nε, N), so folgt unter Anwendung der Dreiecksungleichung

|fn(xn)− f(x)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x)| ≤ ε für alle n ≥ n′.

Für die anschließende mengentheoretische Charakterisierung des klassischen ASCOLI-

Satzes wird folgender Satz benötigt.

Satz 2.11. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) CC(R), das Axiom der abzählbaren Auswahl (Countable Choice) für Teilmengen re-

eller Zahlen:

Für jede Folge (Xn)n∈N nichtleerer TeilmengenXn ⊆ R ist das kartesische

Produkt
∏

n∈NXn nichtleer.

(2) PCC(R), das Axiom der partiellen abzählbaren Auswahl (Partial Countable Choice)

für Teilmengen reeller Zahlen:

Für jede Folge (Xn)n∈N nichtleerer Teilmengen Xn ⊆ R existiert eine un-

endliche Teilmenge M ⊆ N, sodass das kartesische Produkt
∏

m∈M Xm

nichtleer ist.

(3) Jede unbeschränkte Teilmenge der reellen Zahlen R enthält eine unbeschränkte Fol-

ge.

Beweis. (1) ⇔ (2): Es ist klar, dass aus CC(R) die Aussage PCC(R) folgt. Sei umge-

kehrt eine Folge (Xn)n∈N nichtleerer Teilmengen reeller Zahlen gegeben. Man definiere

nun Yn :=
∏

m≤nXm. Da endliche kartesische Produkte nichtleerer Mengen wiederum

nichtleer sind, ist (Yn)n∈N eine Folge nichtleerer Mengen. Nach PCC(R) existiert ei-

ne unendliche Teilmenge M ⊆ N und ein Element (ym)m∈N ∈
∏

m∈M Ym. Daher gilt

ym ∈ Ym =
∏

k≤mXk, also ym = (x1,m, . . . , xm,m).

Man definiere nun für alle n ∈ N die Funktion

m(n) := min{m ∈M | n ≤ m}.

Sie ist aufgrund der Wohlordnung der natürlichen Zahlen wohldefiniert. Dann ist das

Element (xn,m(n))n∈N ∈
∏

n∈NXn. Daraus folgt die Behauptung.
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(1)⇒ (3): Sei X ⊆ R eine nichtleere unbeschränkte Teilmenge der reellen Zahlen. Man

betrachte die Mengenfolge Xn := {x ∈ X | x ≥ n, n ∈ N}. Nach Voraussetzung

gilt Xn 6= ∅ für alle n ∈ N. Die Anwendung von CC(R) ergibt folglich ein (xn)n∈N ∈∏
n∈NXn. Nach Konstruktion ist (xn)n∈N eine unbeschränkte Folge in X .

(3)⇒ (2): Sei (Xn)n∈N eine Folge nichtleerer Teilmengen reeller Zahlen. Sei zusätzlich

f : R → (0, 1) eine fest gewählte Bijektion. Ein Beispiel hierfür liefert die Funktion

f(x) = 2
π
arctan(x). Des Weiteren definiere man für alle n ∈ N

σn : R→ R, σn(x) := n+ x.

Diese Abbildung ist injektiv. Man setze nun Yn := σn(f(Xn)). Dann folgt aus Xn ⊆ R
sofort Yn ⊆ (n, n + 1) und die Menge Y :=

⋃
n∈N Yn ist eine unbeschränkte nichtleere

Teilmenge von R, da aus Xn 6= ∅ stets Yn 6= ∅ folgt. Nach Voraussetzung existiert eine

unbeschränkte Folge (yn)n∈N in Y . Damit definiert

M := {m ∈ N | Es existiert ein n ∈ N mit yn ∈ Ym}

eine unendliche Teilmenge natürlicher Zahlen: Angenommen, M wäre endlich. Dann

existiert ein m = max(M), sodass m + 1 eine obere Schranke für die Folge (yn)n∈N ist,

was jedoch der Unbeschränktheit der Folge widerspricht. Daraus folgt

Y ′ :=
∏
m∈M

Ym 6= ∅.

Setzt man nämlich g(m) := min{n ∈ N | yn ∈ Ym}, so gilt (yν(m))m∈M ∈ Y ′. Die

Abbildung ν ist wegen der natürlichen Wohlordnung von N wohldefiniert. Aufgrund der

Injektivität von f und σm existiert ein eindeutig bestimmtes Element xm ∈ Xm mit

σm(f(xm)) = yν(m). Dann ist (xm)m∈M ∈
∏

m∈M Xm. Dies ist jedoch gerade die Aussa-

ge von PCC(R).

Bemerkung. Man erkennt, dass im Beweis von Satz 2.11((1) ⇔ (2)) keine Eigenschaf-

ten der reellen Zahlen verwendet wurden. Der Äquivalenzbeweis von CC und PCC für

beliebige abzählbare Mengenfamilien erfolgt daher analog.

Nun wird die Gültigkeit des klassischen ASCOLI-Satzes charakterisiert.

Satz 2.12. Äquivalent sind:

(1) Der klassische ASCOLI-Satz.

(2) CC(R).
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Beweis. (1) ⇒ (2): Nach Satz 2.11 genügt es zu zeigen, dass jede unbeschränkte Teil-

menge B von R eine unbeschränkte Folge enthält. Dazu sei B ⊆ R unbeschränkt. Für

ein b ∈ B lassen sich die konstante Abbildung fb : R → R, f(x) := b und die Menge

F := {fb | b ∈ B} definieren. Für x ∈ R gilt F (x) = {fb(x) | b ∈ B} = B und

diese Menge ist nach Voraussetzung unbeschränkt. Also ist Teil (b, α) des klassischen

ASCOLI-Satzes verletzt. Mit (1) folgt sogleich, dass auch Teil (a) des klassischen AS-

COLI-Satzes nicht gelten kann und somit die Existenz einer Folge (fbn)n∈N in F ohne

stetig konvergente Teilfolge. Da nach Konstruktion fbn(x) = bn gilt, folgt, dass die Folge

(bn)n∈N unbeschränkt ist.

(2)⇒ (1): Es sei F eine Menge stetiger Abbildungen f : R→ R.

(a)⇒ (b,α): Angenommen, (b,α) gelte nicht. So existiert ein x ∈ R, sodass F (x) unbe-

schränkt ist. Nach Definition existiert also für alle C ∈ R ein f ∈ F mit |f(x)| ≥ C.

Insbesondere sind also die Mengen

Fn := {f ∈ F | |f(x)| ≥ n}

für alle n ∈ N nichtleer. CC(R) impliziert folglich die Existenz einer Folge

(fn)n∈N ∈
∏
n∈N

Fn.

Für obiges x ∈ R gilt also insbesondere |fnk
(x)| ≥ nk ≥ n für alle k ∈ N, sodass die

Funktionenfolge (fn)n∈N in x nicht punktweise und damit nach Proposition 2.10(1) auch

nicht stetig konvergiert. Dies widerspricht jedoch Bedingung (a).

(a)⇒ (b,β): Angenommen, (b, β) gelte nicht. So existiert ein x ∈ R und ε > 0, sodass

das Bild keiner offenen Umgebung von x in Uε(f(x)) enthalten ist. Insbesondere gilt also

auch, dass für kein δ > 0 gilt, dass

f(Uδ(x)) ⊆ Uε(f(x)).

Schließlich gilt für alle n ∈ N, dass die Mengen

Fn :=
{
f ∈ F | Es existiert ein y ∈ U 1

n+1
(x) mit f(y) 6∈ Uε(f(x))

}
nichtleer sind. Wie zuvor impliziert CC(R) die Existenz einer Folge

(fn)n∈N ∈
∏
n∈N

Fn.



42 KAPITEL 2. DER ASCOLI-SATZ UND DAS AUSWAHLAXIOM

Nach Voraussetzung (a) besitzt diese Folge eine gegen eine Funktion g stetig konvergente

Teilfolge (fν(n))n∈N. Nach Proposition 2.10(1) konvergiert diese auch punktweise. Zu

dem anfangs gegebenen x und ε > 0 existiert also insbesondere ein N ∈ N, sodass

|fν(n)(x)− g(x)| ≤
ε

2
.

Andererseits existiert nach der Definition der Fn und erneuter Anwendung von CC(R)

eine Folge (yn)n∈N ∈
∏

n∈N U 1
n+1

(x) mit Grenzwert x und

|fν(n)(x)− fν(n)(yn)| ≥ ε.

Unter Verwendung der inversen Dreiecksungleichung folgt damit für alle n ≥ N

|fν(n)(yn)− g(x)| ≥ |fν(n)(yn)− fν(n)(x)| − |fν(n)(x)− g(x)| ≥
ε

2
.

Dies steht jedoch im Widerspruch zur stetigen Konvergenz von (fν(n))n∈N.

(b) ⇒ (a): Sei (fn)n∈N eine Folge in F . Des Weiteren sei (rn)n∈N eine Abzählung der

rationalen Zahlen.

Im Folgenden soll induktiv eine Folge geordneter Paare (an, sn)n∈N bestehend aus an ∈ R
für alle n ∈ N und einer Folge sn = (gnm)m∈N in F definiert werden:

1. Nach (b) ist F (x) für alle x ∈ R beschränkt. Somit ist auch

{fn(r0) | n ∈ N} ⊆ F (r0)

beschränkt. Man setze nun a0 := lim infn→∞ fn(r0). Weiterhin definiere man s0 =

(g0n)n∈N induktiv als Teilfolge (fν(n))n∈N von (fn)n∈N:

a) ν(0) := min {m ∈ N | |fm(r0)− a0| < 1}

Der Wert ν(0) ist wohldefiniert, denn die Menge auf der rechten Seite der

Gleicheit ist nach Definition des lim inf nichtleer, da nach Voraussetzung a0
ein Häufungspunkt der Folge (fn(r0))n∈N ist. Daher besitzt sie aufgrund der

natürlichen Wohlordnung der natürlichen Zahlen ein Minimum.

b) ν(n+ 1) := min
{
m ∈ N | ν(n) < m und |fm(r0)− a0| < 1

n+1

}
Wie in a) sieht man ein, dass ν(n+ 1) wohldefiniert ist.

Folglich ist s0 := (g0n)n∈N = (fν(n))n∈N eine Teilfolge von (fn)n∈N und es gilt

limn→∞(g
0
n(r0)) = a0.



2.3. DER KLASSISCHE ASCOLI-SATZ UND EINE MODIFIKATION 43

2. Seien nun an und sn = (gnm)m∈N definiert. Es sei nun an+1 := lim infm→∞ g
n
m(rn+1).

Analog zu 1. definiere man nun induktiv sn+1 := (gn+1
m )m∈N als Teilfolge von

sn = (gnm)m∈N, sodass limm→∞ g
n+1
m (rn+1) = an+1.

Hierauf aufbauend betrachte man nun die Diagonalfolge s := (gnn)n∈N. Dann ist s eine

Teilfolge von (fn)n∈N und kofinal zu jeder der Folgen sn. Also konvergiert für jedes

n ∈ N die Folge s(rn) = (gmm(rn))m∈N gegen an. Folglich konvergiert für jedes x ∈ Q
die Folge s(x) = (gmm(x))m∈N.

Es soll nun gezeigt werden, dass s lokal gleichmäßig auf R konvergiert. Sei dazu x ∈ R
und ε > 0 gegeben. Da F gleichgradig stetig ist, existiert eine offene Umgebung U von

x, sodass

f(U) ⊆ U ε
6
(f(x))

für alle f ∈ F gilt. Da des Weiteren Q dicht in R liegt existiert ein y ∈ U ∩ Q. Nach

Konstruktion konvergiert für alle gmm ∈ F die Folge gmm(y). Sie ist damit also insbesondere

eine CAUCHY-Folge. Es existiert also ein N ∈ N, sodass für alle m,n ≥ N

|gmm(y)− gnn(y)| ≤
ε

3

gilt. Damit gilt für alle z ∈ U und m,n ≥ N

|gmm(z)− gnn(z)| ≤ |gmm(z)− gmm(y)|+ |gmm(y)− gnn(y)|+ |gnn(y)− gnn(z)| ≤ ε.

Also ist s eine lokal gleichmäßige CAUCHY-Folge auf R. Da R vollständig ist, konver-

giert s auch lokal gleichmäßig auf R gegen eine Abbildung g : R→ R mit g(rn) = an für

alle n ∈ N. Aufgrund von Proposition 2.10(3) konvergiert s auch stetig gegen g, insbe-

sondere ist also nach Proposition 2.10(2) die Grenzfunktion g stetig. Man beachte, dass g

als stetige Funktion durch ihre Werte auf der in R dichten Teilmenge Q bereits eindeutig

festgelegt ist. Daraus folgt (a).

Zusammenfassend lässt sich also erkennen, dass weder der topologische ASCOLI-Satz

noch der klassische ASCOLI-Satz in ZF gelten. Man kann jedoch eine modifizierte Vari-

ante des klassischen ASCOLI-Satzes angeben, welcher sich im Rahmen von ZF beweisen

lässt.
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Satz 2.13 (Modifizierter ASCOLI-Satz [Rhi01]). Für eine Funktionenmenge F stetiger

Abbildungen f : R→ R sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

(a) Jede Folge (fn)n∈N in F besitzt eine Teilfolge (fν(n))n∈N die stetig gegen eine nicht

notwendig in F liegende Funktion g konvergiert.

(b) (α) Für alle x ∈ R und jede abzählbare Teilmenge G ⊆ F ist die Menge G(x) =

{g(x) | g ∈ G} beschränkt.

(β) Jede abzählbare Teilmenge von F ist gleichgradig stetig.

Beweis. (a) ⇒ (b,α): Sei G := {fn ∈ F | n ∈ N} eine abzählbare Teilmenge von F .

Angenommen, G(x) sei unbeschränkt für ein x ∈ X . Dann lässt sich für alle n ∈ N

ν(n) := min{m ∈ N | n < |fm(x)|}

definieren, da zu jeder nichtleeren Teilmenge natürlicher Zahlen ein Minimum existiert.

Dann ist jedoch die Folge (fν(n))n∈N dergestalt, dass keine Teilfolge von (fν(n)(x))n∈N

konvergiert. Die Folge (fν(n))n∈N konvergiert somit in x nicht punktweise also nach Pro-

position 2.10(1) auch nicht stetig. Dies widerspricht jedoch (a).

(a)⇒ (b,β): Es sei G := {fn ∈ F | n ∈ N} eine abzählbare Teilmenge von F . Ange-

nommen, G sei für ein x ∈ R nicht gleichgradig stetig. Dann existiert ein ε > 0, sodass

für alle δ > 0 ein n ∈ N und y ∈ R existiert mit

|x− y| < δ und |fn(x)− fn(y)| ≥ ε.

Für alle n ∈ N lässt sich nun

ν(n) := min
{
m ∈ N | Es gibt ein y ∈ [x− 2−n, x+ 2−n] mit |fm(x)− fm(y)| ≥ ε

}
definieren. Des Weiteren sei

M :=
{
y ∈ [x− 2−n, x+ 2−n] | |gn(x)− gn(y)| ≥ ε

}
.

Für alle n ∈ N setze man gn := fν(n) und definiere

xn := min(M).

Dieses Minimum existiert, da M eine bezüglich der Teilraumtopologie auf [x− 2−n, x+

2−n] abgeschlossene Menge ist. Das mengentheoretische Komplement zu M in diesem

Teilraum ist

{y ∈ [x− 2−n, x+ 2−n] | |gn(x)− gn(y)| < ε} = g−1(Uε(g(x))) ∩ [x− 2−n, x+ 2−n]
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und damit offen bezüglich der Teilraumtopologie. Als abgeschlossene Teilmenge einer

kompakten Menge ist M wiederum kompakt und enthält somit ein Minimum.

Damit gelten limn∈N xn = x und |gn(x)− gn(xn)| ≥ ε für alle n ∈ N. Somit kann keine

Teilfolge von (gn)n∈N stetig in x konvergieren, was jedoch (a) widerspricht.

(b)⇒ (a): Dies folgt bereits aus der entsprechenden Implikation in Satz 2.12.



Kapitel 3

Fazit

In dieser Proseminarausarbeitung wurden verschiedene Versionen des ASCOLI-Satzes

in Hinblick auf für deren Gültigkeit hinreichende und notwendige Erweiterungen von

ZF vorgestellt. Es wurde aufgezeigt, dass die topologische und die klassische Version

des ASCOLI-Satzes nicht im Rahmen von ZF beweisbar ist, auch nicht, wenn man auf

im Rahmen von ZF verschiedene Kompaktheitsbegriffe ausweicht. Stattdessen muss das

Axiomensystem um PIT oder CC(R) erweitert werden, falls eine modifizierte und da-

durch weiter eingeschränkte Variante des klassischen ASCOLI-Satzes nicht ausreicht.

Die im Rahmen dieser Ausarbeitung vorgestellten Beweise demonstrierten des Weiteren

eine der Tücken von AC und seinen Abschwächungen. Sie tauchen in den länglichen

Beweisen lediglich an einer einzigen Stelle auf, was dazu führen kann, dass man fälsch-

licherweise annimmt, die bewiesene Aussage gelte bereits in ZF. Dazu kommt dass AC
und Abschwächungen selten direkt, sondern in Form einer äquivalenten Aussage, hier

unter anderem in Form von Abschwächungen des Kompaktheitssatzes von TYCHONOFF,

zum Einsatz kamen.
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