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Einleitung

Zu jeder Menge X von nichtleeren, zueinander disjunkten Mengen gibt es eine

Menge, die von jedem Element von X genau ein Element enthiilt.
(Auswahlaxiom)

Das Auswahlaxiom (AC) ist eines der kontroversesten Axiome der Mengenlehre. Ein
Grund dafiir liegt wohl darin, dass sich aus der anscheinlich intuitiven Aussage von
AC, infolge des inkonstruktiven Charakters dieses Axioms oftmals unintuitive Aussa-
gen folgern lassen. Bekannte Beispiele hierfiir liefern der Wohlordnungssatz oder das
BANACH-TARSKI-Paradoxon. Trotzdem bildet AC einen wichtigen Bestandteil mathe-
matischer Theorien, wie auch der Theorie topologischer Rdume. In dieser Arbeit stehen
basierend auf [Her06] speziell topologische Funktionenrdume im Vordergrund unter dem
Aspekt der Giiltigkeit verschiedener Versionen von ASCOLI-Sitzen. Dabei handelt es
sich um Kompaktheitsaussagen, die es ermdglichen unter geeigneten Zusatzannahmen
aus der Kompaktheit einer Teilmenge beziiglich einer schwachen Topologie die Kom-

paktheit beziiglich einer stirkeren Topologie zu folgern.

In diesem Text werden Grundlagen, wie sie in Rahmen einer Vorlesung zu allgemeiner
Topologie vermittelt werden, vorausgesetzt. Simtliche unbewiesene Aussagen dieses Ty-
pus lassen sich jedoch problemlos in der Lehrbuchliteratur auffinden. Fiir diesen Text
werden hierzu insbesondere [Barl5], [EbbO3]], [Kel75] und [Pre72]] empfohlen.

Im Einfiihrungskapitel dieser Arbeit werden grundlegende Aussagen der Topologie und
Mengenlehre bewiesen, die es ermdglichen den Charakter ihrer Beziehung zu AC und
dem BOOLEschen Primidealsatz (PIT) zu beschreiben. Es werden unterschiedliche, im
Rahmen von ZF zunichst voneinander unabhidngige Kompaktheitsbegriffe auf topologi-
schen Rdumen eingefiihrt und anschliefend in Relation zueinander gesetzt. Als zentrale

Aussage dieses Kapitels steht ein Satz, welcher PIT als eine Abschwichung von AC, mit



Kompaktheitsaussagen iiber Produkttopologien verbindet.

Das zweite Kapitel behandelt die Topologie von Funktionenrdaumen im Hinblick auf AS-
CcoLI-Sdtze. Es werden unterschiedliche Formulierungen dieser Kompaktheitsaussagen
vorgestellt und deren Aquivalenz zu Axiomen der Mengenlehre bewiesen. Insbesondere
wird aufgezeigt inwieweit sich ASCOLI-Sédtze im Rahmen von ZF beweisen lassen, wenn

man alternative Kompaktheitsbegriffe zugrunde legt.

Abschlielend fasst ein Fazit die wichtigsten Ergebnisse zusammen.



Kapitel 1

Grundlagen aus Mengenlehre und

Topologie

Dieses Kapitel schafft die notigen Grundlagen fiir das Folgekapitel. Es soll in allen auf-
gefiihrten Aussagen und den dazugehorigen Beweisen stets von ZF ausgegangen werden,
falls eine Erweiterung des Axiomensystems nicht explizit als Voraussetzung aufgefiihrt

wurde.

1.1 Kompaktheitsbegriffe auf topologischen Raumen

Das Auswahlaxiom oder Abschwichungen davon dienen oftmals als Bindeglied zwi-
schen unterschiedlichen Konzepten in der Mathematik, da sie oft eine zentrale Rolle im
Beweis der Aquivalenz dieser Konzepte einnehmen. Ein fiir die vorliegende Ausarbei-
tung zentrales Konzept ist das der Kompaktheit topologischer Rdume. Es existieren un-
terschiedliche Kompaktheitsbegriffe, die im Rahmen von ZF nicht notwendig dquivalent
sind. Diese Konzepte sollen zunichst unabhédngig voneinander eingefiihrt werden. An-
schlieBend wird basierend auf [Her06]] dargestellt, unter welchen Bedingungen die Aqui-
valenz der Konzepte gegeben ist. Zuvor werden die im Folgenden benétigten Begriffe

definiert.

Definition 1.1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Ein Punkt z € X heiit Adhdirenz-
punkt eines Filters ¢ € F(X), falls ein beziiglich 7 gegen x konvergenter Oberfilter
Y D  existiert.
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Proposition 1.2. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Ein Punkt x € X ist genau dann
Adhdrenzpunkt eines Filters ¢ € F(X), falls

WS mﬁ.

Beweis. Sei zundchst © Adhirenzpunkt eines Filters ¢ auf X. Nach Definition existiert
ein gegen = konvergenter Oberfilter v O ¢, also gilt 1) O & N 7. Somit gilt aufgrund der
Filtereigenschaft von ¢ fiir alle F' € g und alle U € = N 7, dass F N U # (). Also besitzt
jede offene Umgebung U von x mit allen F' € ¢ einen nichtleeren Schnitt, was bedeutet,
dass x € F fiir alle F € ¢.

Sei andererseits x € o F. Nach Definition des Abschlusses einer Menge, gilt somit
firalle F € pund U € £ N7, dass FNU # (). Esist also ¢ U (¢ N 7) eine Filtersubbasis.
Man bezeichne mit ¢ den davon erzeugten Filter. Nach Konstruktion gelten dann ¢ O ¢

und ¢ = 2 Also ist x ein Adhirenzpunkt von . 0

Definition 1.3. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann heiit x € X volistindiger
Hdufungspunkt einer Teilmenge A C X, wenn fiir alle Umgebungen U von = die Mengen
Aund AN U dieselbe Kardinalzahl besitzen, also |A| = |[ANU]|.

Es folgen nun einige Kompaktheitsbegriffe, welche im Rahmen von ZFC fiir gewohnlich

synonym verwendet werden.

Definition 1.4. Ein topologischer Raum (X, 7) heiBt

(1) kompakt, falls sich aus jeder offenen Uberdeckung von X eine Teiliiberdeckung aus-
wdihlen ldsst,

(2) filterkompakt, falls jeder Filter auf X einen Adhdrenzpunkt besitzt,

(3) ultrafilterkompakt, falls jeder Ultrafilter auf X konvergiert,

(4) ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt, falls jede unendliche Teilmenge von X einen
vollstindigen Hdaufungspunkt besitzt,

(5) TYCHONOFF-kompakt, falls X homoomorph zu einem abgeschlossenen Teilraum ei-

nes HILBERT-Wiirfels [0, 1]! ist.

Im Folgenden sollen die Zusammenhinge der unterschiedlichen Kompaktheitsbegriffe,

gegebenenfalls unter Hinzunahme weiterer Annahmen, erortert werden.
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Satz 1.5. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann gelten:

(1) Der Raum X ist genau dann kompakt, wenn er filterkompakt ist.

(2) Ist X filterkompakt, dann auch ultrafilterkompakt.

Beweis. (1): Sei (X, 7) kompakt und ¢ ein Filter auf X. Angenommen, ¢ besitze keinen
Adhirenzpunkt. Dann gilt nach Proposition|1.2

NF=0

Fep
Folglich ist
X=Jx\F
Feyp
eine offene Uberdeckung von X. Da X als kompakt vorausgesetzt wird, existieren F, ..., F, €
© mit

x=UJx\EclJx\ £
=1

i=1

woraus wiederum . .
X\YUF=F=0
i=1 i=1
folgt. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Filtereigenschatft.

Sei umgekehrt X filterkompakt und (O;);c; eine offene Uberdeckung von X . Angenom-

men, es existiere keine endliche Teiliiberdeckung. Man betrachte nun die Familie

B = {X\(’)|O: Uoik}.
k=1
Diese Familie ist nichtleer, da sie X \ O; fiir alle ¢ € [ enthilt, und zudem abgeschlossen
unter endlichen Schnitten. Folglich ist ®B eine Filterbasis. Es bezeichne ¢ den aus die-
ser Basis durch Obermengenbildung erzeugten Filter. Nach Voraussetzung existiert ein
Oberfilter v O ¢ der beziiglich der Topologie 7 gegen ein x € X konvergiert. Aus der
Uberdeckungseigenschaft folgt, dass zusétzlich ein iy € I existiert mit x € O,,. Auf-
grund der Konvergenz des Filters 1) folgt O;, € 1. Dies steht jedoch im Widerspruch zu
1 D B, denn deswegen gilt bereits X \ O;, € 1.

(2): Da Ultrafilter bereits beziiglich Inklusion maximal sind, also keine echten Oberfilter

besitzen, impliziert Filterkompaktheit bereits Ultrafilterkompaktheit. 0
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Eine wichtige Folgerung aus dem Auswahlaxiom ist der folgende Satz:

Definition 1.6. UFT, der Ultrafiltersatz:

Jeder Filter auf einer Menge ldisst sich zu einem Ultrafilter erweitern.

Ein Beweis dieser Aussage im Rahmen von ZFC wird in Satz fiir Ideale auf Boo-
LEschen Algebren erbracht. Zuvor soll jedoch die Rolle von UFT im Rahmen der Uber-

einstimmung gewisser Kompaktheitsbegriffe analysiert werden.

Lemma 1.7. Sei (X, 7;)ics eine Familie ultrafilterkompakter Riume. Dann ist ihr Pro-

dukt [ [,.; X; wiederum ultrafilterkompakt.

iel
Beweis. Es sei ¢ € Fy(]];c; Xi). Dann sind auch die Bilder 7;(y) unter den kanoni-
schen Projektionen 7; Ultrafilter auf X;. Aufgrund der Ultrafilterkompaktheit der einzel-
nen Faktoren konvergiert jeder Bildfilter gegen ein x; € X;. Die Eigenschaft der Initial-

topologie impliziert dann jedoch, dass auch ¢ gegen (z;);c; konvergiert. 0

Satz 1.8. Es sind dquivalent:

(1) Ein topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er ultrafilterkompakt ist.

(2) UFT.

Beweis. (1) = (2): Es soll hierzu Satz[1.18|(4) = (3)) verwendet werden. Man beachte,
dass dies gerade die Implikation ist, welche nicht Bezug auf Satz [I.§] nimmt. Es reicht
daher aus zu zeigen, dass Produkte kompakter HAUSDORFF-Rdume wiederum kompakt
sind. Produkte ultrafilterkompakter HAUSDORFF-Riume sind jedoch nach Lemma
wieder ultrafilterkompakt, was nach Voraussetzung bedeutet, dass das Produkt kompakt

ist.

(2) = (1): Nach Satz[I.5(1) geniigt es zu zeigen, dass jeder Filter ¢ auf einem ultrafil-
terkompakten Raum X einen Adhédrenzpunkt besitzt. Nach Voraussetzung existiert ein ¢
umfassender Ultrafilter, welcher aufgrund der Ultrafilterkompaktheit von X konvergiert.
Damit ist ein konvergenter Oberfilter von ¢ gefunden, also besitzt ¢ einen Adhédrenz-
punkt. 0

Um die nidchste Beziehung zwischen Kompaktheitsbegriffen herzustellen, benotigt man

zundchst den folgenden Satz aus der Mengenlehre.
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Satz 1.9. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Je zwei Kardinalzahlen sind beziiglich < vergleichbar.

(2) Je zwei Kardinalzahlen sind beziiglich <* vergleichbar.

(3) AC.

Hierbei gelte fiir zwei Mengen X, Y die Relation X <Y, falls eine Injektion f: X —Y

existiert und es gelte die Relation X <*Y, falls X = () gilt oder eine Surjektion g: Y —

X existiert.

Beweis. (1) = (2): Essei f: X — Y die nach (1) existierende injektive Abbildung. Ist
X # (), so existiert ein 2o € X und es lésst sich fiir alle y € Y die surjektive Abbildung

f{y}), fallsy € f(X)

Xo, sonst

g:Y => X, g(x):=

definieren. Aufgrund der Injektivitit von f besteht f~'({y}) aus nur einem Punkt, daher
ist g wohldefiniert.

(2) = (3): Sei X eine Menge. Es soll gezeigt werden, dass auf X eine Wohlordnung
existiert. Ist X leer, so gibt es nichts zu zeigen. Im Folgenden werde also X # () ange-

nommen.

Allgemein gilt fiir eine weitere Menge Y, dass |Y| <* | X| impliziert, dass | Y| < |P(X)].
Denn, ist f: X — Y die entsprechende surjektive Abbildung, so ldsst sich durch

g:Y = P(X), y= f({y})

eine Abbildung definieren, welche injektiv ist. Falls ndmlich fir y,z € Y gilt, dass
g(y) = g(2), so folgt daraus zuniichst f~'({y}) = f~'({z}) und daraus iiber die Surjek-
tivitdt von f, dass auch {y} = {z} gilt.

Es bezeichne nun X die nach dem Satz von HARTOGS

Zu jeder Menge A gibt es wenigstens eine wohlgeordnete Menge B, deren Kar-

dinalitéit nicht durch die Kardinalitiit von A beschriinkt wird.

beziiglich der Potenzmenge P(X) kleinste existierende Kardinalzahl mit X £ P(X).

Man beachte zudem, dass die Existenz von X bereits in ZF gilt. Dann folgt nach dem
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zuvor Bewiesenen auch X £* | X | was zusammen mit (2) | X | <* N impliziert. Also exis-
tiert im Falle X # () eine Surjektion f: X — X. Es ldsst sich aufgrund der Wohlordnung
auf N eine Abbildung

g: X =X, g(z):=min f({z})

definieren. Fasst man X als Ordinalzahl mit der Inklusion C als Ordnungsrelation auf, so

ist diese Abbildung injektiv, denn fiir z, y € X mit g(x) = g(y) gilt

e € {yd) oder fT({y}) C fT({a}),

woraus mit der Surjektivitit von f bereits

{z} C{y} oder {y}C {z}

folgt. Auf X existiert damit eine Ordnung <y, indem man

r<xy, falls g(z)Cg(y)

gilt, als Ordnungsrelation verwendet. Beziiglich dieser Relation ist X wohlgeordnet. Ist
namlich 7" C X nichtleer, so ist auch g(7") C X nichtleer und besitzt ein minimales
Element m € ¢(T'). Aufgrund der Injektivitit von g korrespondiert hierzu ein eindeutig
bestimmtes x € X, sodass

g(x) =m =ming(T).

Istnun y € T mity <x x, so ist insbesondere g(y) € g(T'), also gilt

g(x) =ming(T) < g(y),

woraus iiber die Definition der Ordnungsrelation sofort y <x x also y = x folgt. Damit

ist z das minimale Element von 7.
Die Existenz einer Wohlordnung auf einer beliebigen Menge X impliziert AC.

(3) = (1): Seien X, Y Mengen. Nach (3) lassen sich X und Y wohlordnen. Als wohl-
geordnete Mengen sind sie nach dem Vergleichbarkeitssatz [BarlSl S. 28] entweder ord-
nungsisomorph oder es ist eine der Mengen isomorph zu einem initialen Intervall der
anderen Menge. Im Ersten Fall gilt | X| = |Y|. Ist X isomorph zu einem initialen Inter-

vall von Y, so gilt | X| < |Y| oder, falls Y isomorph zu einem initialen Intervall von X
ist, gilt |Y| < |X]. O
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Satz 1.10. Es sind dquivalent:

(1) Ein topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er ALEXANDROFF-URY-
SOHN-kompakt ist.

(2) Ein topologischer Raum ist genau dann ultrafilterkompakt, wenn er ALEXANDROFF-
URYSOHN-kompakt ist.

(3) AC.

Beweis. (1),(2) = (3): Man betrachte zwei unendliche Kardinalzahlen a, b. Dann exis-
tieren disjunkte Mengen A, B mit |A| = a und |B| = b. Man betrachte X := AU B als
topologischen Raum mit Topologie 7 := {(), A, B, AU B}. Dieser Raum ist sowohl kom-
pakt, da die Topologie nur aus endlich vielen Mengen besteht, als auch ultrafilterkompakt.
Somit implizieren sowohl (1) als auch (2), dass X ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt
ist. Folglich besitzt A U B einen vollstandigen Haufungspunkt z. Angenommen, = € A,
dannista = |A| = |AU B| > b. Ist andererseits x € B, dannistb = |B| = |[AU B| > a.
Folglich gilt a < b oder b < a. Zusammen mit Satz und der Tatsache, dass je zwel
endliche Kardinalzahlen vergleichbar sind folgt AC.

(3) = (1),(2): Mit Satz folgt aus UFT bereits die Aquivalenz der Begriffe Kompakt-
heit und Ultrafilterkompaktheit. Es reicht also bereits zu zeigen, dass (1) gilt.

Angenommen, X sei ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt aber nicht kompakt. Dann ist
die Menge O aller offenen Uberdeckungen, die keine endliche Teiliiberdeckung enthal-
ten nichtleer und es existiert nach Ubergang zu den korrespondierenden Kardinalzahlen
eine beziiglich Michtigkeit minimale offene Uberdeckung O = (O;);c; mit Kardinalzahl
C, da die Menge aller Ordinalzahlen wohlgeordnet ist.

Es bezeichne nun f die zur C korrespondierende Bijektion C — O und fiir alle b € C sei
Ay :={f(a) | a < b} CO.

Es gilt zudem
HaeCla<b}=b<CC

und folglich auch |.A4,| < C, da es sich hierbei um das Bild unter einer bijektiven Abbil-

dung f handelt.

Dann folgt fiir alle b € C, dass A, keine Uberdeckung von X sein kann. Angenommen,
JAy O X, dann ergibt sich sofort A, € 9, denn als Teilmenge von O kann auch A,
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keine endliche Teiliiberdeckung von X besitzen. Dies widerspricht jedoch der Wahl von
C, da |Ap| < C fiir alle b € C vorausgesetzt wird.

Fiir alle b € C und

Ub = U.Ab

gilt des Weiteren | X \ Uy| > C. Nimmt man an, es gelte | X \ Uy| < C fiirein ' € C,
so ladsst sich fiir alle x € X \ Uy ein O, € O auswihlen, welches z enthélt. Dann ist fiir
O :={0, |z € X \ Uy} jedoch

Ay UO'

eine Uberdeckung von X, die aus demselben Grund wie oben keine endliche Teiliiber-
deckung enthalten kann. Diese Uberdeckung besitzt jedoch eine Kardinalitit kleiner C,
denn |O’| = | X \ Uy|, und damit besitzt die Vereinigung von 4, und O’ die groBere der
zugehorigen Kardinalitdten, welche weiterhin kleiner ist als C. Dies widerspricht jedoch

der Wahl von O als Uberdeckung mit minimaler Kardinalitit.

Es ist nun moglich fiir alle b € C ein x, € X \ Uy, mit x, # x, fiir alle a < b zu wihlen.
Fiir alle b € C gilt ndmlich [{z, | a < b}| < Cund, da | X \ U,| > C, folgt dann

S =X\ (U, U{z,|a<b})#0,

denn es ist
S| = (X \Up) \ {74 | a <b})| > C.

Es kann |S| < C nicht gelten, denn sonst ist | (X \ U,)] = |S U {z, | a < b}| < C im
Widerspruch zur Voraussetzung. Insbesondere ist also S # () und man kann somit fiir alle

b € C ein zu allen x, mit a < b verschiedenes z;, € S auswihlen.

Man betrachte nun die Menge
M:{{L‘b|b€C}

Es soll nun gezeigt werden, dass sie keinen vollstindigen Haufungspunkt besitzt. Auf-
grund der Uberdeckungseigenschaft von O existiert zunichst fiir alle 7 € X ein b € C
mit z € U,. Die Menge aller b mit ebendieser Eigenschaft ist demnach nichtleer und be-
sitzt als Teilmenge der wohlgeordneten Menge C ein minimales Element. Im Folgenden
bezeichne nun b dieses minimale Element. Es ist U, dann eine offene Umgebung von x
und es gilt

UNMC{x,|a<b}

also auch
Uy, N M| <b<C.
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Dies Widerspricht jedoch der Annahme X sei ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt.

Sei nun umgekehrt X kompakt. Angenommen, X sei nicht ALEXANDROFF-URYSOHN-
kompakt. Dann existiert eine unendliche Teilmenge A C X ohne vollstindigen Hiu-

fungspunkt. Das bedeutet, dass fiir alle z € X eine offene Umgebung U, existiert mit
[ANU:| <A ()

Die Familie {U, | z € X} ist nach Konstruktion eine Uberdeckung von X und aufgrund
der vorausgesetzten Kompaktheit existiert eine endliche Teiliiberdeckung {U,,, ..., U,, }.

Es gilt somit

n

A=JAnw,).

i=1
Dies widerspricht jedoch (x), denn dann wire A die endliche Vereinigung von Mengen

echt kleinerer Kardinalitit. O]

1.2 Der BOOLEsche Primidealsatz

Der BOOLEsche Primidealsatz (PIT) ist eine im Vergleich zum Auswahlaxiom schwi-
chere Aussage, wie man in [HL71] nachlesen kann. Die Bedeutung von PIT ist jedoch
nicht zu unterschitzen. Eine Reihe zu PIT &dquivalenter Aussagen aus unterschiedlichen
Gebieten der Mathematik findet man in [Dau94]]. Auch ist PIT zu vielen der noch zu be-
sprechenden Kompaktheitsaussagen dquivalent. In diesem Kapitel stehen speziell Kom-
paktheitsaussagen iiber kartesische Produkte im Vordergrund. Diese Kompaktheitsaussa-

gen werden im Folgekapitel die Verbindung der ASCOLI-Sitze zu PIT ermoglichen.

Im Folgenden werde wie in [Grd03]] eine BOOLEsche Algebra aufgefasst als ein BOO-
LEscher Verband (B; A, V, ', 1, 0), also ein komplementirer distributiver Verband. Die
Vertraglichkeit der algebraischen Struktur mit der Verbandsstruktur ist gegeben durch

x Ay =inf{z,y} und zVy=sup{z,y}
beziehungsweise durch die Halbordnungsrelation
x <y gilt genau dann, wenn = Ay = z.

Zusitzlich gilt

x ANy =x genaudann,wenn xVy=y,
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denn falls z A y = y, so gilt z < y also auch y = sup{z,y} = x V y. Die Umkehrung
folgt analog.

Definition 1.11. Sei B eine BOOLEsche Algebra. Dann bezeichnet man eine nichtleere

echte Teilmenge I C B als Ideal in B, falls folgende Bedingungen gelten:

(1) Ausu € Tundv € [ folgtu Vv e 1.

(2) Firue I,z € Bundx < wufolgtz € I.
Ein Ideal [ in B hei3t Primideal, falls zusétzlich gilt:

(3) Fiir alle x € B ist entweder x € [ oder 2’ € 1.

Definition 1.12. PIT, der BOOLEsche Primidealsatz:

Jede BOOLEsche Algebra besitzt ein maximales Ideal.

Satz 1.13. AC impliziert PIT.

Beweis. Sei B eine BOOLEsche Algebra und / ein Ideal. Man betrachte die Menge
A:={J C B| Jistein I umfassendes Ideal }.

Um das ZORNsche Lemma anwenden zu konnen, betrachtet man nun eine Kette K C A.

S::UJ.

Jek

Es sei

Es soll nun gezeigt werden, dass S € A gilt. Da K nach Voraussetzung nur aus / um-
fassenden Idealen besteht, gilt auch / C S. Sind u,v € S, so existieren J,, J, € K
mit v € J, und v € J,. Da K eine Kette ist, kann man aus Symmetriegriinden ohne
Beschriankung der Allgemeinheit J, C J, annehmen, woraus u € .J, folgt. Da .J, nach
Voraussetzung ein Ideal ist, gilt u V v € J, C S. Ist andererseits u € S und x € B mit
x < u, so existiert wie zuvor ein J € K mit v € J und, da J ein Ideal ist, gilt auch x € J
und damit z € S. Also ist S ein Ideal, welches I umfasst, das bedeutet S € A.

Nach Konstruktion gilt J C S fiir alle J € K und damit ist S eine obere Schranke von K
in A. Das ZORNsche Lemma garantiert nun die Existenz maximaler Elemente in .4, also

die Existenz eines maximalen, / umfassenden Ideals. O]
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Bemerkung. Auf den ersten Blick scheint der bewiesene Satz [I.13] stirker zu sein als
PIT. Es hitte bereits geniigt, anstatt .4 die Menge aller echten Ideale in B zu betrachten.

Tatsédchlich sind die beiden Aussagen jedoch dquivalent.

Beweis. Um zu zeigen, dass aus PIT bereits fiir jedes Ideal einer BOOLEschen Algebra
die Existenz maximaler umfassender Ideale folgt, betrachte man eine BOOLEsche Alge-
bra X mit Ideal 1.

Es induziert / folgendermafBen eine Aquivalenzrelation auf X. Es soll fiir z,y € X

gelten, dass
r~y genaudann,wenn zAy:=(zxAy)V(yAz)el
gilt. Man bezeichnet die Operation A auch als symmetrische Differenz.

Es ist klar, dass die so definierte Relation reflexiv und symmetrisch ist. Fiir die Transiti-

vitdt betrachte man z,y, z € X mit z ~ y und y ~ z. Dann gilt
(@vy) A(zAy) V), =z Ay)Vy) Az AyY) V)
=@Ny)Vyn)el

aufgrund der Distributivitit. Zudem gelten z < z Vy und 2/ < ((z Ay') V 2/), was
wiederum

e ANZ < ((zVy) A(zAy)VZ)

impliziert. Aufgrund der Idealeigenschaft (1) folgt damit x A 2’ € I. Analog zeigt man
z AN’ € 1. Daraus folgt mit der Idealeigenschaft (2) dann = ~ z. Also ist obige Relation

tatsichlich eine Aquivalenzrelation.

Auf der Menge der Restklassen
X/1 = {la] | ¢ € X}
lassen sich nun iiber die Reprisentanten folgende Operationen definieren:
LIVl =lzvyl, A =leayl, f2] =[]
Damit wird X /I zu einer BOOLEschen Algebra, sofern die Operationen wohldefiniert
sind. Seien dazu x ~ a und y ~ b gegeben. Dann gilt
(xVy)AlaVd) =(xVy A(d AD)
= (@A @A)V (yA(dAY))
<(xAd)V(ynd)el,



1.2. DER BOOLESCHE PRIMIDEALSATZ 17

also gilt auch (x V y) A (a vV b)" € I aufgrund der Idealeigenschaft (2). Analog zeigt man
(aVb) A (zVy) €I Damitfolgt dann x V y ~ a V b mit Idealeigenschaft (1).

Des weiteren gilt
gAY =@ Ny )V (Y A =@ Ay VY A)=yDa=zAy,
also ist auch die Komplementoperation wohldefiniert.

Damit lasst sich nun auch die Wohldefiniertheit von A beweisen. Denn fiir x ~ a und

y ~ b gilt mit dem bereits Bewiesenen
e Ayl =" Ay = (2" V)] =[xVl

woraus schlieBlich [z Ay| = [aAb] folgt. Die auf dem Quotienten definierten Operationen

sind also wohldefiniert.

Setzt man PIT voraus, so existiert ein maximales Ideal X C X/I. Betrachtet man nun
die Menge
J:={re X |z] € K},

so zeigt man nun, dass J ein maximales Ideal in X ist, welches / umfasst.

Dass J ein Ideal ist, folgt sofort aus der Definition der Verkniipfungsoperationen auf X /1
und der Tatsache, dass K ein Ideal ist. Fiir alle z € [ gilt zudem [z] = [0] € X/I. Da K
als Ideal [0] enthilt, folgt [z] € K, also [ C J.

Angenommen, J sei nicht maximal. Sei J” C X ein J umfassendes Ideal. Dann gilt
KCJ/I:={[z]|xeJ},

denn fiir [z] € K istz € J C J' und damit [z] € J'/I. Aufgrund der Maximalitiit von K
folgt sofort K := J’/I und damit J' = J.

Also ist J ein maximales / umfassendes Ideal. ]

In BOOLEschen Algebren existiert das zum Ideal duale Konzept des Filters.

Definition 1.14. Sei B eine BOOLEsche Algebra. Dann bezeichnet man eine nichtleere

echte Teilmenge F' C B als Filter in B, falls folgende Bedingungen gelten:

(1) Ausu € Frundv € F folgtu Av € F.
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(2) Firue F,z € Bundu < z folgtz € F.

Ein Filter /' in B heit Ultrafilter, falls zusitzlich gilt:

(3) Fiir alle x € B ist entweder x € F oder 2’ € F.

Es sollen als nichstes Ultrafilter in BOOLEschen Algebren charakterisiert und ihr Verhal-
ten im Hinblick auf BOOLESCHE Homomorphismen beschrieben werden.

Proposition 1.15. Es sei ' C B ein Filter in der BOOLEschen Algebra B. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent

(1) Der Filter F' ist ein Ultrafilter.

(2) Der Filter F' ist beziiglich mengentheoretischer Inklusion maximal.

(3) Fiiralle x,y € B folgt aus x V' y € F, dass v € F oder y € F'. Einen solchen Filter

bezeichnet man auch als Primfilter.

Beweis. (1) = (2): Angenommen, der Ultrafilter F' sei nicht maximal. So existiert ein
Filter ' O F, also insbesondere ein x € F’ \ F. Dann ist jedoch nach Voraussetzung
x' € F und aufgrund der Inklusionsbeziehung x’ € F’. Dies widerspricht jedoch der
Filtereigenschaft,da 0 = 2’ Nz € F’, also F' = B gilt.

(2) = (3): Angenommen, es existieren x,y € Bmitxz Vy € Faberx ¢ Fundy & F.
Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit = # 0 annehmen. Dann gilt x < 2V y

und damit wire F' U {z} ein echt groBerer Filter im Widerspruch zur Voraussetzung.

(3) = (1): Fir alle z € B gilt x N 2’ = 1. Zudem gilt fiir alle Filter F', dass 1 € F'. Nach
Voraussetzung gilt dann fiir jeden Primfilter x € F oder 2’ € F. [

Lemma 1.16. Es sei f: A — B ein Homomorphismus zwischen den BOOLEschen Alge-
bren A und B. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Ist F C B ein Filter auf B, dann ist auch f~'(F) ein Filter auf A.

(2) Ist F sogar ein Ultrafilter, dann auch f=1.
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Beweis. (1): Sind u,v € f~'(F) so sind f(u), f(v) € F und es gilt f(u A v) =
f(u) A f(v) € F, da F ein Filter ist. Damit folgt sofort u A v € f~'(F). Man be-
achte, dass Homomorphismen aufgrund der Vertriglichkeit der algebraischen Struktur
mit Verbandsstruktur BOOLEscher Algebren isotone Abbildungen sind. Fiir x,y € A mit
r < y gilt ndmlich z = x A y, also auch f(z) = f(x Ay) = f(x) A f(y) also auch
f(z) < f(y). Daraus folgt fir u € f~! und z € A, dass auch z € f~!(F) gilt.

(2): Sei x € A gegeben. Dann gilt f(z) € F oder f(z') = f(x) € F. Dies impliziert
x e fYF)odera’ € f~YF). O

Es ldsst sich somit eine zu PIT duale und damit dquivalente Formulierung fiir Filter
finden:

Jede BOOLEsche Algebra besitzt einen maximalen Filter.

Bevor der fiir das Folgekapitel zentrale Satz vorgestellt wird, soll eine in dieser Arbeit

mehrfach verwendete Aussage bewiesen werden.

Proposition 1.17. Sei (X;, 7;);cr eine Familie topologischer Riume. Zudem sei (A;)icr

mit A; C X, eine Familie abgeschlossener Teilmengen. Dann ist
iel il

abgeschlossen beziiglich der Produkttopologie.

Beweis. Es soll gezeigt werden, dass A ein offenes Komplement besitzt. Sei dazu = ein
Punkt, welcher nicht in A liegt. Dann existiert ein ¢y € I, sodass z;, ¢ A;,. Damit ist

O;, = Xi, \ 4, eine offene Umgebung von z in X;,. Folglich ist

icl
mit O; = X fiir i # i, eine offene Umgebung von z in [[._, X;. Nach Konstruktion
gilt U N A = (). Also ist x ein innerer Punkt und das Komplement von A somit offen.

Folglich ist .4 abgeschlossen. O

i€l

Nun zu dem Satz, welcher PIT mit unterschiedlichen Kompaktheitsaussagen iiber topo-

logische Produktriume in Verbindung setzt.
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Satz 1.18. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) PIT.
(2) UFT.

(3) TYCHONOFF-Satz fiir HAUSDORFF-Rdume:

Produkte kompakter HAUSDORFF-Rdume sind kompakt.
(4) HILBERT-Wiirfel [0, 1]! sind kompakt.
(5) KANTOR-Wiirfel 2! sind kompakt.

(6) TYCHONOFF-Satz fiir endliche diskrete Riume:

Produkte endlicher diskreter Rdume sind kompakt.

Beweis. (1) = (2): Interpretiert man PIT im Sinne von Filtern, so folgt dies sofort, da

sich jede Potenzmengenalgebra als BOOLEsche Algebra auffassen lésst.

(2) = (3): Nach Satz folgt aus UFT die Ubereinstimmung von Kompaktheit mit
Ultrafilterkompaktheit. Sei nun (X;);c; eine Familie kompakter HAUSDORFF-Rdume mit
Produktraum X := [[..,
alle © € [ der Bildfilter v; = m;(¢)) wiederum ein Ultrafilter, wobei die kanonischen

X;. Sei v ein Ultrafilter auf diesem Produktraum. Dann ist fiir

Projektionen mit 7; bezeichnet seien. Nach Voraussetzung ist jedoch jeder der Faktoren
X; kompakt, es konvergiert also jede Projektion v des Ultrafilters gegen ein z; € Xj.
Also konvergiert, da die Produkttopologie initial beziiglich (7;);cy ist, der Filter ¢ gegen
(x;)ier- Damit ist X ultrafilterkompakt und folglich auch kompakt.

(3) = (4): Dies ist eine Spezialisierung von (3), da das abgeschlossene Intervall [0, 1] mit
euklidischer Topologie insbesondere ein HAUSDORFF-Raum ist.

(4) = (5): Da in HAUSDORFF-Riumen insbesondere das T1-Axiom gilt und damit Ein-
punktmengen abgeschlossen sind, liefert Proposition dass man KANTOR-Wiirfel
als abgeschlossene Teilrdume von HILBERT-Wiirfeln auffassen kann. Als solche sind sie

aber auch kompakt.
(5) = (6): Sei (X;);c; eine Familie endlicher diskreter Rdume. Es bezeichne

fi: Xz — 2C(Xi’2)
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die kanonische Einbettung, die jedem y € X die entsprechende Evaluationsabbildung

wi(y,"): C(Xi,2) = 2, wi(y,9) = 9(y)

zuordnet. Sei X := Hie ; X;. Dann sind alle f; und

f(@) = (fi(z;))ier: X — Hzc(xi,z)
iel
abgeschlossene Einbettungen. Denn, da alle X; nach Voraussetzung diskrete Riume sind,
folgt die Stetigkeit der f; automatisch. Beziiglich der Produkttopologie auf X ist nach
Konstruktion dann auch f stetig. Zudem sind alle f; abgeschlossen, da jede abgeschlos-
sene Teilmenge A C X; insbesondere endlich und damit kompakt ist, andererseits jedoch
das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung wiederum kompakt und
als kompakte Teilmenge eines HAUSDORFF-Raumes abgeschlossen ist. Mit demselben
Argument sieht man auch die Abgeschlossenheit von f ein. Ist nimlich A C X eine
abgeschlossene Menge, so besteht sie nach Konstruktion aus einem kartesischen Produkt

endlicher, also kompakter Mengen.

Nach dem vorangehenden Argument ist das Bild jedes einzelnen Faktors des kartesischen
Produkts eine kompakte, also auch abgeschlossene Menge. Dann ist aber auch f(A) als
kartesisches Produkt abgeschlossener Mengen nach Proposition|1.17, Die Injektivitét der
fi ist klar, denn man kann, falls y, 2 € X; mit y # z, eine Abbildung ¢ € C(X;,2)
definieren durch ¢(y) = 1 und ¢(z) = 0 und c(a) beliebig fiir alle a € X; \ {y, z}. Damit

ist auch klar, dass f injektiv ist.

Es gilt

H 20(Xi:2) ~ ol(fIIf€C(Xs2)i€l} — gUier(Xin2)x{i}

iel
da das Produkt 2¢X+2) bis auf Homdomorphie bereits durch die Kardinalitit |C'(X;, 2)|
vollstindig bestimmt ist. Daraus folgt die Kompaktheit von X, weil man X als abge-

schlossenen Teilraum eines nach (5) kompakten Raumes auffassen kann.

(6) = (1): Sei B eine BOOLEsche Algebra. Man betrachte die Menge A aller endlichen
BOOLEschen Unteralgebren auf B. Fiir alle A € A ist die Menge X 4 aller BOOLEschen
Homomorphismen von A nach 2 nichtleer, da jede endliche BOOLEsche Algebra einen
maximalen Filter besitzt. Ist ndmlich A eine endliche BOOLEsche Algebra und = # 0. Da
A nur endlich viele Elemente enthilt kann man annehmen, dass aus a < z bereits a = 0
folgt. Betrachtet man nun die Menge ¢ := {x Vy | y € A, so ist ¢ nach Konstruktion

ein maximaler Filter. Es ldsst sich nun ein BOOLEscher Homomorphismus f: A — 2
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angeben, indem man

1, fallsx € ¢
0, fallsz &

flz) =

setzt. Man priift unter Verwendung von Proposition sofort nach, dass f ein Homo-

morphismus ist, wenn man 2 in naheliegender Weise als BOOLEsche Algebra betrachtet.

Man fasse X 4 nun auf als diskreten topologischen Raum. Dann ist der Produktraum X =
I e Xa nach (6) kompakt. Zudem ist X nichtleer. Dazu betrachte man die Familie
diskreter topologischer Raume (Y4) 4e4 mit Y := X4 U {oo}. Nach Voraussetzung ist
auch Y := [] ;. , Ya kompakt. Fiir alle A € A ist die das Urbild Uy = 7" (X4) unter
der kanonischen Projektion 74 eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge von Y. Es ist
nimlich Uy = [[,c 4 Z; mit Z4, = X und Z; = Y, fiiralle i € A\ {A}. In Uy ist daher
insbesondere eine Abbildung f mit f(i) = oo firallei € A\ {A} und f(A) € X4
enthalten, da X 4 nach Voraussetzung nichtleer ist. Die Familie 3 := {U,s | A € A}
besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft, wie man mit demselben Argument zeigt.
Da Y kompakt ist, folgt daraus ﬂAeA Ua # 0. Zudem gilt X = ﬂAeA U 4, also ist auch
X nichtleer.

Fiir alle Paare (A, B) mit A, B € Aund A C B ist die Menge
M(A, B) := {(wyp)mea € X | x4 ist die Einschrinkung x4}

abgeschlossen in X. Jedes Menge ist namlich von der Form M (A, B) = [],. 4 Z; mit
Z; = X, furallei € A\ {A} und Z, = r(Xp), wobei r: Xp — X, die Restriktions-
abbildung r(zp) := 7|4 bezeichne. Aufgrund der vorausgesetzten Diskretheit von Xp
ist r stetig, und aufgrund der Diskretheit von X 4 sogar abgeschlossen. Daher ist auch
M (A, B) nach Proposition eine abgeschlossene Menge in X .

Zudem besitzt die Menge aller M (A, B) die endliche Durchschnittseigenschaft, also
existiert aufgrund der Kompaktheit auch ein Element = := (x,7)a7e4 im Durchschnitt
aller M (A, B). Es bezeichne im Folgenden B(a) die von a € B erzeugte Unteralgebra
von B. Dann ist die durch f(a) = xp(,(a) bestimmte Abbildung von B nach 2 ein
BooOLEscher Homomorphismus. Sind ndmlich a,b € B so gilt zunéchst

TBanb) (@) = Tp(a)(a),

da nach Voraussetzung = im Schnitt aller M (A, B), insbesondere also auch in der Menge
M (B(a), B(a A b)) enthalten ist, da B(a) C B(a A b). Damit folgt

f(a/\b) = xB(a/\b)(a/\b) = ZEB(a/\b)(CL) /\xB(a/\b)(b> = IB(G)(CL) /\J}B(b)(b) = f(a) /\f(b)
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Analog zeigt man f(aVb) = f(a)V f(b). Es gilt B(a') = B(a) da BOOLEsche Unteral-
gebren unter anderem abgeschlossen unter Komplementbildung sind. Damit folgt sofort
f(a’) = f(a)'.Dass f(1) = 1 und f(0) = 0 folgt daraus, dass jede Komponente von z
ein BOOLEscher Homomorphismus ist. Damit ist dann f~1({1}) nach Lemma ein
Ultrafilter auf B. Die Dualitit von Idealen und Filtern in BOOLEschen Algebren liefert

die Behauptung. [



Kapitel 2

Der ASCOLI-Satz und das

Auswahlaxiom

AscoLI-Sitze gelten bezeichnend fiir Aussagen, die es gestatten Kompaktheit von Teil-
mengen von Funktionenrdumen beziiglich starker Topologien aus der Kompaktheit be-
ziiglich einer schwicheren Topologie unter zusitzlichen Annahmen zu folgern. Dabei

existieren unterschiedliche Formulierungen.
Dieser Abschnitt ist eine ausgestaltete Darstellung des Kapitels
Disasters in Topology I11: Function Spaces (The Ascoli Theorem)

aus [Her06]. Weitere allgemeinere Versionen des ASCOLI-Satzes finden sich in [Barl3]]
oder [Pop74].

Ziel dieses Kapitels ist es zu untersuchen inwieweit sich ASCOLI-Sitze im Rahmen von
ZF beweisen lassen und welche Erweiterungen des Axiomensystems ZF gegebenenfalls
fiir den Beweis benotigt werden. Eine wichtige Rolle fiir diese Beweise wird der BOO-
LEsche Primidealsatz PIT spielen, dessen Giiltigkeit, wie im vorangehenden Kapitel ge-

zeigt, zu unterschiedlichen Kompaktheitsaussagen dquivalent ist.

24
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2.1 Der topologische ASCOLI-Satz

In diesem Abschnitt soll eine allgemeine topologische Version des ASCOLI-Satzes be-

handelt werden.

Definition 2.1. Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und (Y, d) ein metrischer Raum
versehen mit der durch die Metrik induzierte Topologie 7,. Eine Teilmenge ' C Y

heil3t gleichgradig stetig, wenn gilt:

Fiir alle x+ € X und € > O existiert ein V' € £ N 7, sodass
fir alle f € F gilt, dass f(V) C U.(f(x)).

Fiir zwei topologische Riume (X, 7) und (Y, o) bezeichne im Folgenden C.,(X,Y") den
topologischen Funktionenraum (C(X,Y), 7,) der stetigen Funktionen von X nach Y
ausgestattet mit der kompakt-offenen Topologie. Diese Topologie wird erzeugt von Sub-

basiselementen der Form
(K,0):={fe€C(X,Y) | K C X istkompakt und O € c}.

Definition 2.2 (Topologischer ASCOLI-Satz). Sei (X, 7) ein lokalkompakter HAUSDORFE-
Raum und (Y, d) ein metrischer Raum. Fiir jeden Teilraum (F), 7.,) von Ceo(X,Y") sind

dquivalent:

(a) F ist 7.,-kompakt.

(b) () Fiiralle x € X ist die Menge F(x) = {f(z) | f € F} kompaktinY".

(B) F ist abgeschlossen in Y beziiglich der Topologie der punktweisen Konver-

genz 7,.

() F ist gleichgradig stetig auf X.

Die Hauptaussage des Satzes ist also die Folgerung der Kompaktheit einer Menge stetiger
Funktionen beziiglich einer starken Topologie, in diesem Fall der kompakt-offenen To-
pologie, aus der Kompaktheit beziiglich der schwicheren punktweisen Topologie. Eine
verbreitete Variation des Satzes verzichtet auf Teil (b,5) und ersetzt die Kompaktheit in
(a) durch relative Kompaktheit. Man beachte, dass die auf dem Teilraum F' verwendete

Topologie 7., die Spur der kompakt-offenen Topologie auf C'(X,Y") ist.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Giiltigkeit dieses Satzes dquivalent zum BOO-
LEschen Primidealsatz (PIT) ist.
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Satz 2.3. Aquivalent sind:

(1) Der topologische ASCOLI-Satz.

(2) PIT.

Beweis. (1) = (2): Sei X eine Menge und 2 die zweielementige Menge {0, 1}. Bei-
de Mengen seien mit der diskreten Topologie ausgestattet. Die diskrete Topologie lédsst
sich auch als die von der diskreten Metrik induzierte Topologie auffassen, somit kann 2

insbesondere als metrischer Raum betrachtet werden.

Es sei F' := C(X,2). Dann gilt C'(X,2) = 2%, da X nach Voraussetzung diskret ist.
Es folgt, dass 2 = F'(z) fiir alle z € X als endlicher Raum kompakt ist. Nach Defini-
tion ist 2% als Gesamtraum abgeschlossen beziiglich jeder Topologie, also insbesondere
auch beziiglich der punktweisen Topologie 7,. Zuletzt ist I auch gleichgradig stetig, da
X diskret und somit Einpunktmengen offen sind und man daher fiir alle + € X und
e > 0 die Menge {z} als offene Umgebung von z wihlen kann. Dann gilt ndmlich fiir
alle f € F, aufgrund der Definitheit der Metrik fiir d(f(z), f(x)) = 0 < e. Damit sind
alle Bedingungen aus (b) des ASCOLI-Satzes erfiillt und es folgt, dass 2% kompakt be-
ziiglich der kompakt-offenen Topologie ist. Da die kompakt-offene Topologie stérker als
die punktweise Topologie ist, folgt damit die Kompaktheit von 2% beziiglich der punkt-
weisen Topologie. Dies ist nach Satz[I.18|dquivalent zu PIT.

(2) = (1): Es seien (X, 7) ein lokalkompakter HAUSDORFF-Raum und (Y, d) ein metri-

scher Raum. Des Weiteren sei F' ein Teilraum vom Co, (X, Y').

(a) = (b, a): Nach Voraussetzung ist F’' ein beziiglich der kompakt-offenen Topologie
Teo kompakter Teilraum von C(X,Y’). Somit ist er insbesondere beziiglich der Spur
der schwicheren Topologie der punktweisen Konvergenz 7, ein kompakter Teilraum des
HAUSDORFF-Raumes Y *. Die Topologie der punktweisen Konvergenz lisst sich als In-

itialtopologie beziiglich der fiir alle x € X definierten kanonischen Projektionen
T YX =Y, fe f(x)

beschreiben. Als stetiges Bild eines Kompaktums ist somit auch 7, (F') = F'(z) kompakt
n (Y,, T d)-

(a) = (b, B): Als kompakter Teilraum eines HAUSDORFF-Raumes ist F' beziiglich 7,

auch abgeschlossen in YX.
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(a) = (b, v): Es soll gezeigt werden, dass F’ gleichgradig stetig ist. Sei dazu z € X und
e > 0. Fir jedes f € F ist die Menge

Byi=B; = {y eV |d(f().y) < 5}

offen beziiglich der von der Metrik d auf Y induzierten Topologie. Da I’ C C'(X,Y), ist
das Urbild f~!(By) ebenfalls offen beziiglich 7. Nach Voraussetzung ist X lokalkompakt.

Daher existiert eine kompakte Umgebung K von z mit K; C f~'(B;). Damit gilt
f(Ky) C By und es definiert

Us:=FN(Ky,Bf) ={g9 € F | g(Ky) C By} (%)

eine beziiglich der Teilraumtopologie auf F' offene Umgebung von f. Man betrachte nun

die Evaluationsabbildung
w: X xF =Y, (y,9) = g(y)

Unter Beriicksichtigung von (x) folgt w(K; x Us) C By. Es definiere C die Menge aller
Tripel (f, K,U), wobei f € F, K eine kompakte Umgebung von x in X und U eine
offene Umgebung von f in F' mit w(K x U) C By sei. Dann liefert

U:={U C F|esexistieren f € ', K C X mit (f, K,U) € C}

eine offene Uberdeckung von F), da fiir alle f € F nach Konstruktion (f, K;,U;) € C,
also auch Uy € 4 gilt. Nach Voraussetzung ist /' kompakt, daher existiert eine endliche
Teiliiberdeckung durch Uy, ..., U, € . Firalle i € {1,...,n} wihle man nun f; € F'
und K; C X mit (f;, K;,U;) € C. Des Weiteren definiere man

Es ist U eine nicht notwendig offene aber als endlicher Durchschnitt kompakter Mengen
eine kompakte Umgebung von x € X. Nun soll gezeigt werden, dass fiir alle f € F
folgt, dass f(U) C U.(f(x)) gilt. Da X nach Voraussetzung lokalkompakt ist, enthélt
U folglich auch eine offene Umgebung V' von z fiir die dann entsprechend f(V) C
U.(f(z)) gilt. Damit ist dann F’ gleichgradig stetig.

Fiir jedes f € F existiert aufgrund der Uberdeckungseigenschaft eini € {1,...,n} mit
f € U,. Sei des Weiteren y € U gegeben. Dann gilt

fly) =wly, f) e w(U x U;) Cw(K; xU;) C By,
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also d(fi(x), f(y)) < 5. Insbesondere gilt fiir v € U, da nach Voraussetzung » € K,
firallei € {1,...,n}, dass d(fi(x), f(z)) < 5. Unter Verwendung der Dreiecksunglei-
chung folgt letztlich
e €
A (), Fl)) < UG, i) + dUfile), f) < 5+ 5 =¢
und damit auch f(U) C U.(f(x)). Folglich ist I’ gleichgradig stetig.

(b) = (a): Nach Voraussetzung ist F'(z) als Teilraum von Y kompakt und besitzt zudem
als metrischer Raum die HAUSDORFF-Eigenschaft. Der TYCHONOFF-Satz fiir HAUS-
DORFF-Réume 3) besagt, dass dann auch [[,_ F(z) C Y kompakt ist. Die Vor-
aussetzung, dass I’ abgeschlossen in V¥ beziiglich der Produkttopologie 7, ist, liefert,
dass F' auch abgeschlossen im Teilraum ] _ F(x) ist, da F' C ], . F(x) gilt. Als
abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist somit F' auch kompakt beziiglich der

Topologie der punktweisen Konvergenz.

Es fehlt zu zeigen, dass F' ebenfalls beziiglich der kompakt-offenen Topologie 7., kom-
pakt ist. Hierfiir soll die Inklusion 7., C 7, nachgewiesen werden. Dazu betrachte man
ein Subbasiselement

V= (K,U)NF € 7o

der kompakt-offenen Topologie auf dem Teilraum F' und ein f € V. Es gilt nun zu
zeigen, dass V auch in 7, offen ist. Da f(K) C U und U € o gilt, folgt fiir alle z € K

re = inf {d(f(2),y) |y € YV \U)} > 0.

Dann ist

U, = {z € X |d(f(x), f(2) < %} =f (U%z(f(ar)))

eine offene Umgebung von z € X aufgrund der Stetigkeit von f. Zudem bildet Ll :=
{U, | * € K} eine offene Uberdeckung von K. Nach Voraussetzung ist K kompakt,
daher existieren 1, ..., x, € K, sodass K C |J;_, U,,. Es sei r := min{r,,,..., 7., }.
Damit ergibt sich fiir alle # € K und alle y € (Y \ U) die Ungleichung d(f(z),y) > .
Ist andererseits 2 € K und d(f(z),y) < 5, so folgt daraus y € U.

Da F' nach Voraussetzung gleichgradig stetig auf X ist, existiert insbesondere fiir alle

2 € K eine offene Umgebung IV von x, sodass
d(g(z),9(2)) < g, furalleg € Fundz € W.

Betrachtet man nun die auf obige Weise erzeugte Menge C aller geordneten Paare (x, V),
so bildet
20 := {W C X | Es existiert ein z € K mit (z, W) € C}
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eine offene Uberdeckung von K. Aufgrund der Kompaktheit von K lisst sich eine endli-
che Teiliiberdeckung W1, ..., W,, € 20 auswihlen. Fiir alle i € {1,..., m} wihle man
entsprechend der Definition 20 ein z; mit (x;, W;) € C. Dann ist

By = {g e Fld(f(z:),9(z) < %fﬁrz‘ cql,... ,m}}
als Basisumgebung von 7, insbesondere eine offene Umgebung von f.

Es soll nun gezeigt werden, dass By C V gilt. Dann ist namlich V' = |J rev By als
Vereinigung offener Mengen offen beziiglich 7, und die Behauptung 7., C 7, folgt, da
V beliebig war. Sei dazu also g € By. Fiir jedes + € K existiert ein i € {1,...,m} mit
x € W;. Nach Konstruktion der W; gilt d(g(z;),g(x)) < 7. Da g € By gilt zudem die
Ungleichung d( f(z;), g(;)) < §. Daraus folgert man

r

d(f (i), 9(2)) < d(f(@i), 9(xi)) + d(g(2i), 9(x)) < 3,

was wiederum g(x) € U und damit g(K) C U impliziert. Also ist g € (K, U), woraus
g € V folgt. Damit ist der Beweis vollstindig. [

2.2 Alternative Kompaktheitsbegriffe im ASCOLI-Satz

Betrachtet man den Beweis von Satz [2.3] so fillt auf, dass die Implikation ((a) = (b))
in Satz bereits im Rahmen von ZF giiltig ist. Der Beweis dieses Satzes verwendet
lediglich einer Stelle der Beweisrichtung ((b) = (a)) den laut Satz zu PIT équiva-
lenten TYCHONOFF-Satz fiir kompakte HAUSDORFF-Riume. Unter der Verwendung des
Kompaktheitsbegriffes der Ultrafilterkompaktheit ist diese Schlussweise gemifl Lemma
jedoch bereits in ZF moglich. Dies motiviert den Versuch zu untersuchen, inwiefern
der topologische ASCOLI-Satz unter Verwendung anderer Kompaktheitsbegriffe, insbe-
sondere der in Definition [T.4] aufgefiihrten Begriffe, seine Giiltigkeit behilt und ob sich

diese Versionen des ASCOLI-Satzes bereits in ZF beweisen lassen.

Lemma 2.4. Es sei (X, 7) ein topologischer Raum, sodass die darin offen-abgeschlosse-

nen Mengen einen Basis fiir die Topologie T bilden.

(1) Ist F ein Filter ohne Adhdirenzpunkt, so gilt fiir die Menge 2 C F aller offen-abge-
schlossenen Elemente von F
(A=0.

AeA



30 KAPITEL 2. DER ASCOLI-SATZ UND DAS AUSWAHLAXIOM

(2) Erfiillt (X, ) zusdtzlich das T1-Axiom, so existiert zu je zwei unterschiedlichen Punk-
tenx,y € X ein A,y € A mit

{ZE, y} N A(x,y) = {y}

Beweis. (1): Nach Voraussetzung besitzt F keinen Adhédrenzpunkt. Gemaf Proposition
folgt N Fe fﬁ = (). Fiir alle x € X gilt damit, dass ein F' € F existiert, sodass x ¢ F.
Das bedeutet, dass X \ F eine offene Umgebung von z ist.

Da die offen-abgeschlossenen Mengen nach Voraussetzung eine Basis fiir 7 bilden, exis-
tiert eine offen-abgeschlossene Umgebung U von xz, mit U C X \F und damit UNF = ().
Folglich ist X \ U D F und wegen des Abschlusses gegen Obermengenbildung X \ U €
F. Es existiert also eine offen-abgeschlossene Menge in F, die x nicht enthilt. Dies
impliziert z ¢ [,y A. Da z beliebig gewihlt war, folgt (), o A = 0 und damit die
Behauptung.

(2): Seien nun z,y € X mit x # y gegeben. Unter der Voraussetzung, dass (X, 7) das
T1-Axiom erfiillt, l4sst sich zur offenen Umgebung X \ F aus Teil (1) des Beweises eine
offene Umgebung

U, CX\F

von x finden, die zusitzlich y nicht enthilt. Da die offen-abgeschlossenen Mengen eine
Basis von 7 bilden, kann man zudem annehmen, dass U, offen-abgeschlossen ist. Man

priift nach, dass fiir
A(x7y) = X \ Um

die in (2) geforderten Eigenschaften erfiillt sind: Als Komplement einer offen-abge-

schlossenen Menge, ist auch A(w) offen und abgeschlossen. Nach Konstruktion ist
T ¢ Agy) sowie y € Ag .
Zudem gilt, wie schon in (1) gezeigt, A, ) € F. Daraus ergibt sich die Behauptung. [

Lemma 2.5. Es seien (X, 7) und (Y, o) topologische Réiume und es sei S eine Subbasis
fiir 7. Dann ist eine injektive Abbildung f: X — Y genau dann offen, wenn f(S) C o.

Beweis. Da & C T, folgt aus der Offenheit von f sofort

f(&)c f(r) Co
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Sei andererseits f eine injektive Abbildung und O € 7 beliebig. Dann ist O die Verei-
nigung endlicher Schnitte von Subbasislementen. Fiir zwei beliebige Mengen O, O, gilt

nun

f(O1NOz) = f(O1) N f(Oy)

aufgrund der Injektivitit von f, sowie

f (U OZ) = Jr0)
il iel
fiir eine beliebige Familie offener Mengen. Damit ist auch f(O) offen und die Behaup-

tung folgt. 0

Als erste alternative Formulierung des ASCOLI-Satzes, wird in dieser Kompaktheitsaus-
sage statt der iiblichen Uberdeckungskompaktheit der Begriff der Ultrafilterkompaktheit

verwendet.

Satz 2.6. Aquivalent sind:

(1) Der ASCOLI-Satz beziiglich Ultrafilterkompaktheit.

(2) PIT.

Beweis. (1) = (2): Nach Satz reicht es aus zu zeigen, dass (1) bereits impliziert,
dass die KANTOR-Wiirfel 2/ im gewohnlichen Sinne kompakt sind.

Angenommen, es existiere eine Menge I, sodass P := 2! nicht kompakt ist. Man be-
trachte [ als einen mit der diskreten Topologie ausgestatteten topologischen Raum und
2 als diskreten metrischen Raum. Dann existiert nach Satz ein Filter F auf P ohne
Adhirenzpunkt.

Der mit der Produkttopologie ausgestattete Raum P besitzt eine Basis aus offen-abge-
schlossenen Mengen. Dies folgt daraus, dass bereits jedes Subbasiselement .S per Defini-
tion offen ist und, da 2 diskret ist, auch ein offenes Komplement besitzt. Damit ist S' aber
als Komplement einer offenen Menge definitionsgemil3 abgeschlossen. Insgesamt ist .S
also offen-abgeschlossen. Da die Menge der offen-abgeschlossenen Mengen die endliche
Durchschnittseigenschaft besitzt, ist auch jedes von der Subbasis erzeugte Basiselement

eine offen-abgeschlossene Menge.
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Hiermit ldsst sich nun Lemma[2.4(1) auf 7 anwenden. Damit folgt fiir die Menge 2 aller

offen-abgeschlossenen Elemente von F

ﬂA:@. (%)

Aed

Man kann nun fiir alle A € 2 die charakteristische Funktion

1 ,fallsze€ A
fAZ P — 2, fA<£L’) = (21)
0 ,fallsx g A

definieren. Da alle A offen-abgeschlossen sind, folgt sofort die Stetigkeit von f4 fiir alle
A € 2. Somit induziert die Familie (f4) ey eine Abbildung

f:P=2% 2 (fa(@))aen,
welche beziiglich der Produkttopologie auf 2% auf P stetig ist.

Es bezeichne
F = f(P)

das Bild von P unter obiger Abbildung f. Es soll nun gezeigt werden, dass f eine Ein-
bettung ist, also ein Homdomorphismus auf F': Die Abbildung f ist injektiv, denn fiir
x,y € P mitx # y gilt, da P als HAUSDORFF-Raum insbesondere das T1-Axiom er-
fiillt,

mit A, ,) € 2 aus Lemma [2.4(2).

Zudem ist f offen beziiglich der Spurtopologie auf F', wie sich mit Lemma [2.5|beweisen
lasst. Dazu sei nun O = 7; '({j}) mit iy € [ und j € {0,1} eine beliebige offene
Subbasismenge der Produkttopologie auf P, wobei die kanonischen Projektionen des
Produktraumes mit 7; bezeichnet seien. Man erkennt O als eine offen-abgeschlossene

Menge aufgrund der Stetigkeit der kanonischen Projektionen.
Gilt O € F, also insbesondere O € 2, so ist fiir alle x € O

To(f(@)) = folx) = 1.

Daraus folgt
flO)y=m'({1HNF

und folglich ist f(O) offen beziiglich der Teilraumtopologie auf F'.
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Ist andernfalls O ¢ F, so gilt fiir alle M € F entweder
MNO#0
oder P\ O € F.Im zweiten Fall gilt damit insbesondere P \ O € 2, da O offen-

abgeschlossen ist, und analog zum ersten Teil folgt fiir alle z € O

Tro(f(z)) =0
und damit
F(O) =mpo({0h) N F.
Im anderen Fall gilt zudem fiir alle M € F

MM (P\O)#0

und damit

f(O)=F,
denn in O existiert zu jedem A € A ein ;7 € O mit f4(z) = 1 sowie ein zo € O
mit f4(z) = 0. Also ist f(O) auch in diesem Fall offen beziiglich Spurtopologie. Damit
ist Lemma anwendbar und impliziert, dass f eine offene Abbildung auf ihr Bild ist.

Folglich ist f ein Homdomorphismus auf F'.

Jeder endliche diskrete Raum ist ultrafilterkompakt, da dort die einzigen Ultrafilter, die
Einpunktfilter sind, welche immer konvergieren. Es ist daher P nach Satz[I.7]als Produkt
ultrafilterkompakter Rdaume wiederum ultrafilterkompakt. Es folgt, dass F' als homoo-

morphes Bild eines ultrafilterkompakten Raumes ebenso ultrafilterkompakt ist.

Es soll nun den AScoOLI-Satz beziiglich Ultrafilterkompaktheit auf F' angewendet wer-
den. Betrachtet man 2 als diskreten topologischen Raum und 2 als diskreten metrischer
Raum, so ist Bedingung (a) von Satz [2.3]erfiillt, denn, da in diskreten Rdumen eine Teil-
menge genau dann kompakt ist, wenn sie endlich ist, folgt, dass die Subbasis der kom-
pakt-offenen Topologie auf 2% genau mit der Subbasis der punktweisen Topologie iiber-
einstimmt. Andererseits ist die Aussage (b, 3) nicht erfiillt: Es ist zwar p := (1) g4e9 € 2%
im Abschluss von F in 2% enthalten, denn fiir eine beliebige Umgebung U, C 2% von p,

existieren Subbasiselemente B4, , ..., B4, mit

pE ﬁBAZ gUpv

i=1
wobei By, = []4cq R4 mit Ry, = {1} und R4 = 2 sonst gelte. Dies wiederum impli-

ziert

ﬂBAi NF 7& ®a
=1
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denn fiir .
re(AeF
i=1
gilt fa,(z) = 1, weil letztlich offen-abgeschlossene Mengen sowie Filter die endliche
Durchschnittseigenschaft besitzen. Also gilt auch U, N F' # () und damit p € L.

Andererseits ist p jedoch nicht in F' enthalten. Gilte nimlich p € F', so existiert ein
r € Pmit fy(x) = 1fiir alle A € 2, was gleichbedeutend ist mit € [,y A. Dies
steht jedoch im Widerspruch dazu, dass nach (x) der Schnitt iiber alle in F enthaltenen
offen-abgeschlossenen Mengen leer ist. Also gilt /' # F, ein Widerspruch zum ASCOLI-
Satz beziiglich Ultrafilterkompaktheit. Die Annahme, dass 2/ nicht kompakt ist, muss

also verworfen werden.

(2) = (1): PIT impliziert nach Satz die Ubereinstimmung des gewohnlichen Kom-
paktheitsbegriffes mit dem Begriff der Ultrafilterkompaktheit. Somit folgt (1) direkt aus
Satz O

Ahnliches gilt nun auch fiir den niichsten Kompaktheitsbegriff der TYCHONOFF-Kom-
paktheit wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.7. Aquivalent sind:

(1) Der ASCOLI-Satz beziiglich TYCHONOFF-Kompaktheit.

(2) PIT.

Beweis. (1) = (2): Es reicht aus zu zeigen, dass (1) bereits impliziert, dass die KANTOR-
Wiirfel 27 im gewohnlichen Sinne kompakt sind. Angenommen, es existiert eine Menge
I, sodass P := 2! nicht kompakt ist. Man betrachte I als einen mit der diskreten To-
pologie ausgestatteten topologischen Raum und 2 als diskreten metrischen Raum. Dann

existiert ein Filter F auf P ohne Adhédrenzpunkt.

Da das Intervall [0, 1] ausgestattet mit euklidischer Topologie insbesondere ein T1-Raum
ist, sind Einpunktmengen abgeschlossen. Betrachtet man nun P als Teilraum des HIL-
BERT-Wiirfels [0, 1]/, so folgt nach Proposition[1.17} dass P abgeschlossen im HILBERT-
Wiirfel ist. Definitionsgemaif ist also P TYCHONOFF-kompakt.

Wie aus dem Beweis von Satz folgt, ist P homdomorph zu F' := f(P), wobei f

die auf der Menge der offen-abgeschlossenen Elemente von JF definierte Funktion aus
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Gleichung (2.1)) sei. Somit ist F* ebenfalls TYCHONOFF-kompakt.

Wendet man nun den ASCOLI-Satz beziiglich TYCHONOFF-Kompaktheit auf F' an, so
folgt anlog zu Satz dass zwar die Bedingung (a) gilt aber die Aussage (b, ) nicht
erfiillt ist.

(2) = (1): PIT impliziert die Ubereinstimmung des gewohnlichen Kompaktheitsbegriffes
mit dem Begriff der TYCHONOFF-Kompaktheit. Somit folgt (1) direkt aus Satz[2.3] [

Die Substitution der Kompaktheit durch ALEXANDROFF-URYSOHN-Kompaktheitim AS-
CoOLI-Satz fiihrt sogar zu einer Verschirfung der benotigten Bedingungen fiir die Giiltig-

keit des ASCOLI-Satzes wie der nichste Satz zeigt.

Satz 2.8. Aquivalent sind:

(1) Der ASCOLI-Satz beziiglich ALEXANDROFF-URYSOHN-Kompaktheit.

(2) AC.

Beweis. (1) = (2): Sei X eine Menge und 2 die zweielementige Menge {0, 1} und seien
beide mit der diskreten Topologie ausgestattet. Die diskrete Topologie ldsst sich auch
als die von der diskreten Metrik induzierte Topologie auffassen, somit kann 2 auch als

metrischer Raum betrachtet werden.

Es sei I := C(X,2). Dann gilt C(X,2) = 2%, da X nach Voraussetzung diskret ist. Da
2 = F(z) fir alle € X als endlicher Raum keine unendliche Teilmenge besitzt, folgt
sofort die ALEXANDROFF-URYSOHN-Kompaktheit von F'(x). Nach Definition ist 2% als
Gesamtraum abgeschlossen beziiglich jeder Topologie, also insbesondere auch beziiglich
der punktweisen Topologie 7,. Zuletzt ist I auch gleichgradig stetig, da X diskret und
somit Einpunktmengen offen sind, d.h. fiir alle z € X und ¢ > 0 wihle man {z} als
offene Umgebung in X. Dann gilt fiir alle f € F', aufgrund der Definitheit der Metrik fiir
d(f(z), f(x)) = 0 < e. Damit sind die Bedingungen (b) des ASCOLI-Satzes erfiillt und
es folgt, dass 2% ALEXANDROFF-URYSOHN-kompakt ist.

Es soll Satz angewendet werden, um zu folgern, dass AC gilt. Dazu seien A und
B zwei unendliche Mengen mit Kardinalititen |A| = a und |B| = b. Sei oo ein Ele-
ment, welches nicht in A U B enthalten ist. Setze [ := {oco} U A U B und betrachte den
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KANTOR-Wiirfel 27. Nach dem vorangehenden Beweis ist dieser ALEXANDROFF-URY-
SOHN-kompakt. Fiir jede Teilmenge C' C [ sei nun

, 1 ,fallsieC
xoi I =2, xoli) = (2.2)
0 ,fallsi ¢ C

die zu C' gehorige charakteristische Funktion. Dan besitzt die Teilmenge
M = {X{a} la € A} U {X{m7b} |be B} C 2!
als unendliche Menge einen vollstindigen Hiaufungspunkt = := (z;);c; € 27.

Man unterscheide nun zwei Fille: Ist z,, = 0, so ist das Subbasiselement U := [[.., U;
mit U,, = {0} und U; = 2 fiir alle i # oo eine offene Umgebung von z. Des Weiteren
gilt
Al = {xay | @ € A} = [M N U| = [M]

da z ein vollstindiger Haufungspunkt von M ist. Es existiert also eine Bijektion von A
nach M, insbesondere existiert eine Injektion von {x (s} | b € B} nach A, und damit
gilt definitionsgemill b < a. Gilt andererseits ., = 1, so zeigt man analog a < b. Da
a und b beliebige unendliche Kardinalititen waren und endliche Kardinalititen immer
vergleichbar sind, findet Satz[[.9) Anwendung.

(2) = (1): Das Auswahlaxiom impliziert nach Satz die Ubereinstimmung des ge-
wohnlichen Kompaktheitsbegriffes mit dem Begriff der ALEXANDROFF-URYSOHN-Kom-
paktheit. Somit folgt (1) direkt aus Satz[2.3] O

2.3 Der klassische ASCOLI-Satz und eine Modifikation

Wie die vorangehenden Ausfiithrungen gezeigt haben, versagt der ASCOLI-Satz bei allen
im Rahmen von Definition [T.4] vorgestellten Versionen von Kompaktheit, falls lediglich
ZF vorausgesetzt wird. Es soll im Folgenden untersucht werden, inwiefern eine schwi-

chere Formulierung des ASCOLI-Satzes die Anforderungen senkt.

Definition 2.9 (Klassischer ASCOLI-Satz). Fiir eine Funktionenmenge F’ stetiger Abbil-
dungen f: R — R sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) Jede Folge (f,)nen in F' besitzt eine Teilfolge ( f,(n))nen, die stetig gegen eine nicht

notwendig in F' liegende Funktion g konvergiert. Das bedeutet:
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Fiir alle € R und alle (z,,),en € RY gilt:
Aus lim,, o ©,, = @ folgt limy, 0 fum)(2n) = g(2).

(b) («) Firalle z € R ist die Menge F'(z) = {f(z) | f € F'} beschrinkt.
(B) Esist F' gleichgradig stetig.

Dass die in Definition [215] auftretende Grenzfunktion g eindeutig bestimmt ist, sieht man
iiber ein Folgenmischungsargument ein: Sind namlich (z,,),en und (Y, )nen zwei Folgen
in R mit Grenzwert x, so lésst sich eine dritte Folge (z,),en konstruieren mit 2o, 1 :=

Top—1 Und 29, 1= Ys,. Diese konvergiert weiterhin gegen = und es gilt

nh_)fglo fn(xn) = nh_>ﬂolo f2n—1(l‘2n—1) = nll_>ﬂolo f2n—1(Z2n—1) = nh_>Holo fn(Zn)7

da jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen denselben Grenzwert konvergiert. Fiir

(Yn)nen gilt analoge Gleichung, was letztlich
lim f,(z,) = lim f,(yn)
n—oo n—oo
impliziert.

Es sollen zunichst einige Eigenschaften von Funktionenfolgen in Bezug auf die stetige

Konvergenz festgehalten werden.

Proposition 2.10. Es sei (f,)nen eine Folge stetiger Abbildungen von R nach R und g
eine stetige Abbildung mit demselben Definitionsbereich und derselben Zielmenge. Dann

gelten folgende Aussagen:

(1) Falls (f,)nen Stetig gegen f konvergiert, so konvergiert (f,)nen auch punktweise
gegen f.

(2) Falls (f,)nen Stetig gegen [ konvergiert, so ist auch f stetig.
(3) Falls (f,)nen lokal gleichmdfig gegen f konvergiert, so konvergiert (f,)nen auch

stetig gegen f.

Beweis. (1): Dies folgt direkt aus der Definition unter Betrachtung konstanter Folgen

() nen mit z,, = z fiir alle n € N.

(2): Es soll die Stetigkeit der Grenzfunktion f mittels Folgenstetigkeit gezeigt werden.

Es sei dazu (z,),en eine Folge in R mit Grenzwert x und ¢ > 0 gegeben. Nach (1)
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konvergiert (f,,)nen punktweise. Daraus ldsst sich nun induktiv eine Teilfolge (f,, )ken
gewinnen mit
| fr (1) — flg)] < %, fiir alle & € N,

denn aufgrund der punktweisen Konvergenz existiert zu x; ein nq, sodass

|fn(951> - f(%)‘ <

, fiir alle n > ny.

DO ™

Fiir x;, findet man ein n; > nj;_; mit einer analogen Eigenschaft.

Die so konstruierte Teilfolge besitzt nach wie vor denselben Grenzwert

lim o, (21) = £(2).

Man sieht dies ein, indem man eine neue Folge (y,,)men definiert iiber y,, = z; fiir
1 <m < npund y, = x fir ng_; < m < ng fiir £ > 1, sodass lim,, ,o0 Y = .
Damit gilt nun

li =

lim fon(ym) = f(2)

aufgrund der stetigen Konvergenz der Folge ( f,,)nen und somit

T fo () = T fo(9) = ().

Es existiert also ein n. € N, sodass fiir alle n; > n. gilt

| (i) = f2)] <

DO ™

Daraus folgt nun unter Anwendung der Dreiecksungleichung fiir alle n > n.

|f(z) — f(@)| < | fop(@r) = f@w)] + | o, (o) — f(2)] <€

(3): Es sei (x,,)nen eine Folge in R mit Grenzwert x. Des Weiteren sei ¢ > 0 gegeben. Da
nach Voraussetzung ( f,,),en lokal gleichmiBig gegen f konvergiert existiert eine offene
Umgebung U, von z, sodass f,;;, gleichméBig konvergiert. Es existiert somit ein n.,

sodass fiir alle y € U, gilt

fiir alle n > n..

|faly) — fy)] < 3

Als Grenzfunktion einer lokal gleichmifBig konvergenten Funktionenfolge ist f zudem

stetig in x. Es existiert also ein 0 > 0, sodass fiir alle y € Us(z)

l9() = 9(@)| < 5
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gilt. Da (z,,)nen voraussetzungsgemifl gegen x konvergiert, existiert ein N € N, sodass
x, € Us(x) N U, firallen > N.

Setzt man nun n' := max(n., N), so folgt unter Anwendung der Dreiecksungleichung

Falen) = F@)] < [fulwa) = Fa)| + (@) = f@)] < e firallen > . O

Fiir die anschlieBende mengentheoretische Charakterisierung des klassischen ASCOLI-

Satzes wird folgender Satz benotigt.

Satz 2.11. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) CC(R), das Axiom der abzihlbaren Auswahl (Countable Choice) fiir Teilmengen re-
eller Zahlen:

Fiir jede Folge (X,,)nen nichtleerer Teilmengen X,, C R ist das kartesische
Produkt [, .y Xy nichtleer.

(2) PCC(R), das Axiom der partiellen abzdhlbaren Auswahl (Partial Countable Choice)

fiir Teilmengen reeller Zahlen:

Fiir jede Folge (X,,)nen nichtleerer Teilmengen X,, C R existiert eine un-
endliche Teilmenge M C N, sodass das kartesische Produkt Hm6 uXm

nichtleer ist.

(3) Jede unbeschriinkte Teilmenge der reellen Zahlen R enthdlt eine unbeschrdnkte Fol-

ge.

Beweis. (1) < (2): Es ist klar, dass aus CC(R) die Aussage PCC(R) folgt. Sei umge-
kehrt eine Folge (X,,),en nichtleerer Teilmengen reeller Zahlen gegeben. Man definiere
nun Y, := []
nichtleer sind, ist (Y},),en eine Folge nichtleerer Mengen. Nach PCC(R) existiert ei-
Y,.. Daher gilt

X,». Da endliche kartesische Produkte nichtleerer Mengen wiederum

m<n

ne unendliche Teilmenge M C N und ein Element (y,,)men € []
Ym € Yo = [ < Xb> @lSO Y = (T1ms -+, Trnm)-

meM

Man definiere nun fiir alle n € N die Funktion
m(n) ;== min{m € M | n < m}.

Sie ist aufgrund der Wohlordnung der natiirlichen Zahlen wohldefiniert. Dann ist das

Element (2, () )nen € [ [,,cny Xn- Daraus folgt die Behauptung.



40 KAPITEL 2. DER ASCOLI-SATZ UND DAS AUSWAHLAXIOM

(1) = (3): Sei X C R eine nichtleere unbeschrinkte Teilmenge der reellen Zahlen. Man
betrachte die Mengenfolge X,, := {z € X | x > n,n € N}. Nach Voraussetzung
gilt X,, # () fiir alle n € N. Die Anwendung von CC(R) ergibt folglich ein (z,,),en €

[ I,,cx X Nach Konstruktion ist (,,),en eine unbeschrinkte Folge in X'

(3) = (2): Sei (X,,)qen eine Folge nichtleerer Teilmengen reeller Zahlen. Sei zusitzlich
f: R — (0,1) eine fest gewihlte Bijektion. Ein Beispiel hierfiir liefert die Funktion

f(x) = 2 arctan(x). Des Weiteren definiere man fiir alle n € N
on: R=> R, o,(x) :=n+uz.

Diese Abbildung ist injektiv. Man setze nun Y,, := o0,(f(X,,)). Dann folgt aus X,, C R
sofort Y,, C (n,n + 1) und die Menge Y :=
Teilmenge von R, da aus X,, # () stets Y,, # () folgt. Nach Voraussetzung existiert eine

nen Y 18t eine unbeschrénkte nichtleere

unbeschrinkte Folge (v, )nen in Y. Damit definiert
M := {m € N | Es existiert ein n € Nmit y,, € Y,,,}

eine unendliche Teilmenge natiirlicher Zahlen: Angenommen, M wire endlich. Dann
existiert ein m = max (M), sodass m + 1 eine obere Schranke fiir die Folge (v, )nen ist,

was jedoch der Unbeschrinktheit der Folge widerspricht. Daraus folgt
Y= ] Yu #0.
meM

Setzt man ndmlich g(m) := min{n € N | y, € Y.}, so gilt (yo(m))menm € Y'. Die
Abbildung v ist wegen der natiirlichen Wohlordnung von N wohldefiniert. Aufgrund der
Injektivitdt von f und o, existiert ein eindeutig bestimmtes Element x,, € X,, mit
O (f(Tm)) = Yu(m)- Dannist (Tm,)menms € [, Xm- Dies ist jedoch gerade die Aussa-
ge von PCC(R). L]

Bemerkung. Man erkennt, dass im Beweis von Satz [2.T1[((1) < (2)) keine Eigenschaf-
ten der reellen Zahlen verwendet wurden. Der Aquivalenzbeweis von CC und PCC fiir

beliebige abzidhlbare Mengenfamilien erfolgt daher analog.

Nun wird die Giiltigkeit des klassischen ASCOLI-Satzes charakterisiert.

Satz 2.12. Aguivalent sind:

(1) Der klassische ASCOLI-Satz.

(2) CC(R).
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Beweis. (1) = (2): Nach Satz [2.11] geniigt es zu zeigen, dass jede unbeschrinkte Teil-
menge B von R eine unbeschrinkte Folge enthilt. Dazu sei B C R unbeschrinkt. Fiir
ein b € B lassen sich die konstante Abbildung f,: R — R, f(z) := b und die Menge
F :={fy | b € B} definieren. Fir x € R gilt F(z) = {fy(z) | b € B} = B und
diese Menge ist nach Voraussetzung unbeschrinkt. Also ist Teil (b, o) des klassischen
AscoLI-Satzes verletzt. Mit (1) folgt sogleich, dass auch Teil (a) des klassischen AS-
COLI-Satzes nicht gelten kann und somit die Existenz einer Folge (f, )nen in F ohne
stetig konvergente Teilfolge. Da nach Konstruktion f;, (z) = b, gilt, folgt, dass die Folge
(bn)nen unbeschrinkt ist.

(2) = (1): Es sei I eine Menge stetiger Abbildungen f: R — R.

(a) = (b,): Angenommen, (b,«) gelte nicht. So existiert ein x € R, sodass F'(z) unbe-
schrinkt ist. Nach Definition existiert also fiir alle C' € Rein f € F mit |f(z)| > C.

Insbesondere sind also die Mengen

Fo:={f e F|[f(x)] = n}

fiir alle n € N nichtleer. CC(R) impliziert folglich die Existenz einer Folge

(fn)neN S H Fn-

neN

Fiir obiges = € R gilt also insbesondere |f,, (x)| > n, > n fiir alle £ € N, sodass die
Funktionenfolge ( f,,)nen in x nicht punktweise und damit nach Proposition 1) auch
nicht stetig konvergiert. Dies widerspricht jedoch Bedingung (a).

(a) = (b,): Angenommen, (b, 3) gelte nicht. So existiert ein x € R und € > 0, sodass
das Bild keiner offenen Umgebung von z in U, (f(x)) enthalten ist. Insbesondere gilt also

auch, dass fiir kein o > 0 gilt, dass

f(Us(x)) C U(f(x)).
SchlieBlich gilt fiir alle n € N, dass die Mengen
F, = {f € F | Es existiert einy € U%(x) mit f(y) & Ue(f(x))}

nichtleer sind. Wie zuvor impliziert CC(R) die Existenz einer Folge

(fn)neN € H Fn-

neN
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Nach Voraussetzung (a) besitzt diese Folge eine gegen eine Funktion g stetig konvergente
Teilfolge (f,(n))nen. Nach Proposition 1) konvergiert diese auch punktweise. Zu

dem anfangs gegebenen x und € > 0 existiert also insbesondere ein NV € N, sodass

[fom) () — g(2)] <

DO | ™

Andererseits existiert nach der Definition der F}, und erneuter Anwendung von CC(R)

eine Folge (yn)nen € [[,,en U . () mit Grenzwert = und
Unter Verwendung der inversen Dreiecksungleichung folgt damit fiir alle n > N

|f1/(n)<yn) - g(l‘)| > |f1/(n)(yn) - fr/(n)(m)| - ’fv(n)(x) - g(ZL‘)| >

DN ™

Dies steht jedoch im Widerspruch zur stetigen Konvergenz von ( f,(»))nen.

(b) = (a): Sei (fy)nen eine Folge in F'. Des Weiteren sei (7, ),en eine Abzdhlung der

rationalen Zahlen.

Im Folgenden soll induktiv eine Folge geordneter Paare (a,,, s, ).cn bestehend aus a,, € R

fiir alle n € N und einer Folge s, = (¢/",)men in F' definiert werden:

1. Nach (b) ist F'(z) fur alle z € R beschréinkt. Somit ist auch

{fn(ro) | n € N} C F(ro)

beschrinkt. Man setze nun aq := liminf,_,, f,(ro). Weiterhin definiere man s, =

(92)nen induktiv als Teilfolge (f,(n))nen von (f,)nen:

a) v(0) :=min{m € N | |f,,(r0) — ao| < 1}
Der Wert v(0) ist wohldefiniert, denn die Menge auf der rechten Seite der
Gleicheit ist nach Definition des lim inf nichtleer, da nach Voraussetzung ay
ein Haufungspunkt der Folge (f,,(7))nen ist. Daher besitzt sie aufgrund der
natiirlichen Wohlordnung der natiirlichen Zahlen ein Minimum.

1

b) v(n+1):=min{m € N|v(n) <mund |f,(ro) — ao| < e

Wie in a) sieht man ein, dass v(n + 1) wohldefiniert ist.

Folglich ist sg := (¢2)nen = (fu(n))nen eine Teilfolge von (f,)nen und es gilt

lim,, .o (g% (r0)) = ay.
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2. Seiennun a,, und s,, = (g7, )men definiert. Es sei nun a,, 1 := liminf,, o g7 (7n41)-
Analog zu 1. definiere man nun induktiv s,; = (¢%™),,en als Teilfolge von

Sn = (g™ )men, sodass lim,, oo g™ (r 1) = py1.

Hierauf aufbauend betrachte man nun die Diagonalfolge s := (¢)nen. Dann ist s eine
Teilfolge von (f,)nen und kofinal zu jeder der Folgen s,. Also konvergiert fiir jedes
n € N die Folge s(r,) = (¢7(rn))men gegen a,. Folglich konvergiert fiir jedes z € Q
die Folge s(z) = (¢2(%) )men-

Es soll nun gezeigt werden, dass s lokal gleichmiBig auf R konvergiert. Sei dazu z € R
und € > 0 gegeben. Da F’ gleichgradig stetig ist, existiert eine offene Umgebung U von

x, sodass
f(U) CU=(f(x))
fiir alle f € F gilt. Da des Weiteren QQ dicht in R liegt existiert ein y € U N Q. Nach

Konstruktion konvergiert fiir alle g" € F' die Folge ¢/”(y). Sie ist damit also insbesondere
eine CAUCHY-Folge. Es existiert also ein N € N, sodass fiir alle m,n > N

l9m (y) — gn(y)]| <

Wl M

gilt. Damit gilt fiir alle z € U und m,n > N

l9m (2) = gn(2)] < lgm(2) = g (W) + 19m Y) — gn (W) + g0 (y) — g, (2)] < e

Also ist s eine lokal gleichmifBige CAUCHY-Folge auf R. Da R vollstdndig ist, konver-
giert s auch lokal gleichmiBig auf R gegen eine Abbildung g: R — R mit g(r,,) = a,, fiir
alle n € N. Aufgrund von Proposition [2.10(3) konvergiert s auch stetig gegen g, insbe-
sondere ist also nach Proposition [2.10(2) die Grenzfunktion g stetig. Man beachte, dass g
als stetige Funktion durch ihre Werte auf der in R dichten Teilmenge Q bereits eindeutig

festgelegt ist. Daraus folgt (a). O

Zusammenfassend ldsst sich also erkennen, dass weder der topologische ASCOLI-Satz
noch der klassische ASCOLI-Satz in ZF gelten. Man kann jedoch eine modifizierte Vari-
ante des klassischen ASCOLI-Satzes angeben, welcher sich im Rahmen von ZF beweisen

lasst.
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Satz 2.13 (Modifizierter ASCOLI-Satz [RhiO1]]). Fiir eine Funktionenmenge F' stetiger
Abbildungen f: R — R sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) Jede Folge (fn)nen in I besitzt eine Teilfolge ( f,n))nen die stetig gegen eine nicht
notwendig in F' liegende Funktion g konvergiert.

(b) («v) Fiir alle v € R und jede abziihlbare Teilmenge G C F ist die Menge G(x) =
{9(z) | g € G} beschriinkt.

(B) Jede abziihlbare Teilmenge von F ist gleichgradig stetig.

Beweis. (a) = (b,a): Sei G := {f, € F | n € N} eine abzihlbare Teilmenge von F.

Angenommen, G(z) sei unbeschrinkt fiir ein € X. Dann lésst sich fur allen € N
v(n) :=min{m € N | n < |f,.(z)|}

definieren, da zu jeder nichtleeren Teilmenge natiirlicher Zahlen ein Minimum existiert.
Dann ist jedoch die Folge (f,(n))nen dergestalt, dass keine Teilfolge von (f,(n)())nen
konvergiert. Die Folge ( fl,(n))neN konvergiert somit in = nicht punktweise also nach Pro-
position[2.10{(1) auch nicht stetig. Dies widerspricht jedoch (a).

(a) = (b,f): Es sei G := {f, € F' | n € N} eine abzihlbare Teilmenge von F. Ange-
nommen, G sei fiir ein x € R nicht gleichgradig stetig. Dann existiert ein € > 0, sodass

fir alle 6 > O einn € Nund y € R existiert mit
[z —yl <0 und |fu(z) = fuly)] Z &
Fiir alle n € N ldsst sich nun
v(n) :=min{m € N| Esgibteiny € [z — 27", 2 + 27" mit | f,,(z) — fu(y)| > ¢}
definieren. Des Weiteren sei
M:={yelr—27"2+27"||ga(x) — galy)| = €}
Fiir alle n € N setze man g, := f,(,) und definiere
x, := min(M).

Dieses Minimum existiert, da M eine beziiglich der Teilraumtopologie auf [z — 27", = +
27" abgeschlossene Menge ist. Das mengentheoretische Komplement zu M in diesem

Teilraum ist

{yelz—27"24+27" | |ga(2) = ga(¥)| <} = g7 (Uclg(2))) N [ = 27", 2 + 27"
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und damit offen beziiglich der Teilraumtopologie. Als abgeschlossene Teilmenge einer

kompakten Menge ist M wiederum kompakt und enthilt somit ein Minimum.

Damit gelten lim,,cy 2, = x und |g, () — g, (x,)| > ¢ fir alle n € N. Somit kann keine

Teilfolge von (g, )nen stetig in x konvergieren, was jedoch (a) widerspricht.

(b) = (a): Dies folgt bereits aus der entsprechenden Implikation in Satz 0



Kapitel 3

Fazit

In dieser Proseminarausarbeitung wurden verschiedene Versionen des ASCOLI-Satzes
in Hinblick auf fiir deren Giiltigkeit hinreichende und notwendige Erweiterungen von
ZF vorgestellt. Es wurde aufgezeigt, dass die topologische und die klassische Version
des ASCcOLI-Satzes nicht im Rahmen von ZF beweisbar ist, auch nicht, wenn man auf
im Rahmen von ZF verschiedene Kompaktheitsbegriffe ausweicht. Stattdessen muss das
Axiomensystem um PIT oder CC(R) erweitert werden, falls eine modifizierte und da-

durch weiter eingeschrinkte Variante des klassischen ASCOLI-Satzes nicht ausreicht.

Die im Rahmen dieser Ausarbeitung vorgestellten Beweise demonstrierten des Weiteren
eine der Tiicken von AC und seinen Abschwichungen. Sie tauchen in den lidnglichen
Beweisen lediglich an einer einzigen Stelle auf, was dazu fiihren kann, dass man félsch-
licherweise annimmt, die bewiesene Aussage gelte bereits in ZF. Dazu kommt dass AC
und Abschwichungen selten direkt, sondern in Form einer dquivalenten Aussage, hier
unter anderem in Form von Abschwichungen des Kompaktheitssatzes von TYCHONOFF,

zum Einsatz kamen.
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